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Zusammenfassung

Die Dynamische Programmierung ist eine auf dem Gebiet der Optimierung weit bekannte
Methode zum Loésen der dort auftretenden Probleme. Wir untersuchen in dieser Arbeit,
wie gut sich diese Methode eignet, um auch gemischt-ganzzahlige Optimierungsprobleme
aus der Fahrzeugtechnik zu behandeln, in denen zusédtzlich dynamische Aspekte per
Differentialgleichungssystem modelliert sind.

Konkret nutzen wir die Dynamische Programmierung, um einen LKW auf einer vorge-
gebenen Strecke optimal zu steuern. Dabei ergeben sich vielfaltige Moglichkeiten, wenn
auf per GPS verfiigbare Streckendaten zuriickgegriffen werden kann. Die Steuerungen
umfassen hierbei neben kontinuierlichen Gréflen auch die diskrete Wahl des optimalen
Ganges, was eine besondere Herausforderung an Algorithmen darstellt, die gewohnlich
fiir komplexe dynamische Systeme eingesetzt werden.

Das verwendete Modell eines LKW ergidnzen wir um sinnvolle physikalische Neben-
bedingungen und verschiedene frei skalierbare Zielfunktionskomponenten, wie beispiels-
weise Kraftstoffverbrauch und Anzahl der Schaltvorgénge.

Der von uns mithilfe der Dynamischen Programmierung entwickelte Algorithmus nutzt
die Struktur dieses Modells in besonderem Mafle aus. Um analysieren zu kénnen, welche
Gestalt eine global optimale Fahrt annimmt und wie abhédngig das Optimum von ver-
schiedenen — teilweise wihlbaren — Grofien ist, haben wir diesen Algorithmus in Software
umgesetzt. Ferner haben wir in diese Software Konzepte der Nichtlinearen Modellprd-
diktiven Regelung einflielen lassen, so dass optimale Steuerungen fiir einen Gleitenden
Horizont beliebiger Léange erzeugt werden konnen.

Eines der Ergebnisse der softwaregestiitzten Analyse ist die Beobachtung, dass ein
iiberraschend kurzer Pradiktionshorizont ausreicht, um das globale Optimum annéhernd
zu erreichen. Bei einem Vergleich unserer Ergebnisse mit denen einer direkten Methode
ist auerdem zu beobachten, dass die Dynamische Programmierung aufgrund der algo-
rithmischen Komplexitét lediglich beschrénkt einsetzbar ist und im Online-Kontext nur
relativ kleine Modelle gehandhabt werden kénnen.

Jedoch stellt sich die Dynamische Programmierung insgesamt aufgrund der Erzeu-
gung global optimaler Losungen als ein sehr méachtiges Werkzeug heraus, das u.a. als
Bewertungskriterium fiir die Ergebnisse anderer Optimalsteuerungsalgorithmen dienen
kann.
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Kapitel 1
Einleitung

In Zeiten steigender Ressourcenknappheit spielt sowohl aus 6kologischer als auch 6ko-
nomischer Sicht die Minimierung des Treibstoffverbrauchs eines Fahrzeuges eine immer
grofler werdende Rolle. Dies gilt insbesondere fiir Lastkraftwagen mit hohem zulédssigen
Gesamtgewicht. Gerade fiir Firmen aus dem Bereich der Logistik ist der Treibstoffver-
brauch der firmeneigenen Flotte ein Hauptkostenpunkt, den es des zukiinftigen wirt-
schaftlichen Erfolges wegen zu minimieren gilt. Weiterhin gehort der Verkehrssektor zu
einem der Hauptverursacher fiir Treibhausgasemissionen.

Aus diesen Griinden werden grofie Anstrengungen unternommen, Fahrzeuge herzu-
stellen, die wihrend des Betriebs immer energieeffizienter arbeiten.

Ein weiterer — und gemeinhin unterschitzter — Ansatz zur Senkung des Kraftstoff-
verbrauchs ist die Anpassung des Fahrverhaltens. Bestimmen oft jahrelang eingelibte
Verhaltensmuster die Fahrweise eines Fahrzeugfiihrers, ist es schwer dieses mitunter kos-
tenintensive Verhalten zu dndern. Das in Medien héufig als vorausschauendes Fahren
propagierte Verhalten in Bezug auf Steigungen und Kurven wiirde eine erste Verbes-
serung darstellen. Durch das Verarbeiten externer und exakter Informationen iiber die
Strecke — wie etwa GPS-Daten — konnte eine solche vorausschauende Fahrweise sogar
noch optimiert werden. Es ist allerdings nicht davon auszugehen, dass ein menschli-
cher Fahrer diese Daten wiahrend der Fahrt zu einer mathematisch optimalen Steuerung
verwerten kann.

An dieser Stelle sind computergestiitzte Verfahren geeigneter, objektiv sinnvolle Fahr-
weisen zu bestimmen. Diese Verfahren stiitzen sich dabei auf ein mathematisches Modell
eines Fahrzeuges. Werden zusétzlich Ziele, wie die oben angesprochene Minimierung des
Treibstoffverbrauchs oder das Halten einer Wunschgeschwindigkeit, mathematisch for-
muliert, kann ein daraus entstehendes Optimalsteuerungsproblem durch geeignete Al-
gorithmen geldst werden, um die Steuerung zu erhalten, die die formulierten Ziele am
besten erfiillt.

In diesem Zusammenhang denkbar sind beispielsweise erweiterte Tempomaten, die
nicht nur in der Lage sind, eine Geschwindigkeit per variabler Kraftstoffzufuhr zu hal-
ten, sondern zusétzlich auch die Gangwahl so zu beeinflussen, dass das Fahrzeug eine
vorausliegende Strecke — den jeweiligen Zielen entsprechend — optimal zuriicklegen kann.

Die Mathematik der Optimalsteuerungen als Teilgebiet der Numerik ist je nach Be-



Kapitel 1 Einleitung

schaffenheit des Problems unterschiedlich gut erforscht. So stellt die ganzzahlige, diskrete
Wahl eines Ganges in Verbindung mit kontinuierlichen Variablen, wie die der Kraftstoff-
zufuhr, eine Klasse von Problemen dar, die bis heute Herausforderungen an existierende
Algorithmen stellt.

In dieser Arbeit untersuchen wir, inwiefern sich die Methode der Dynamischen Pro-
grammierung zum Losen der gerade beschriebenen Optimalsteuerungsprobleme zur Steu-
erung eines LKW eignet und wie sich deren Ergebnisse im Vergleich zu einem alternativen
Algorithmus verhalten.

Weiterhin beschaftigen wir uns mit der Methode der Nichtlinearen Modellpradiktiven
Regelung und ihrer Wirkung in Verbindung mit der Dynamischen Programmierung.

Bei diesen Untersuchungen wird wie folgt vorgegangen:

10

Wir beginnen in Kapitel 2 damit, allgemeine Optimalsteuerungsprobleme herzu-
leiten und zwei Algorithmen zur Loésung dieser Probleme — zum einen die oben
bereits genannte Dynamische Programmierung, zum anderen die direkte Mehrziel-
methode — vorzustellen, zu diskutieren und einander gegeniiberzustellen.

Kapitel 3 widmet sich dem Vorhandensein ganzzahliger Variablen, was — wie bereits
erwahnt — einen Spezialfall der Optimalsteuerung darstellt. An dieser Stelle gehen
wir auflerdem darauf ein, wie die im vorherigen Kapitel vorgestellten Algorithmen
diesen Fall behandeln bzw. wie sie sich — wenn notig — erweitern lassen.

Als letztes rein theoretisches Kapitel folgt Kapitel 4, in welchem die von den zuvor
erwahnten Algorithmen unabhéngige Technik der Nichtlinearen Modellprddiktiven
Regelung vorgestellt wird.

Darauf folgt in Kapitel 5 die Modellierung eines LKW. Das in dieser Arbeit verwen-
dete Modell wird detailliert erlautert. Des Weiteren stellen wir die Bedingungen
vor, die fiir den LKW gelten sollen, und legen die verwendete Zielfunktion dar, um
mit Hilfe ihrer mathematischen Formulierungen das Optimalsteuerungsproblem
aufzustellen.

Die algorithmische Umsetzung der auf das LKW-Modell angepassten Dynamischen
Programmierung, d.h. die im Zuge dieser Arbeit entstandene Software namens
TruckDP, zeigen wir inklusive Erweiterungen in Kapitel 6 auf.

In Kapitel 7 stellen wir dann letztendlich die Ergebnisse vor, die wir mittels
TruckDP berechnet haben, setzen sie in Relation zu Ergebnissen der direkten Mehr-
zielmethode und analysieren die Abhéngigkeit der Ergebnisse von Modellgrofien
und algorithmischen Einstellungsparametern.

Wir beschlieflen die Arbeit mit Kapitel 8, in dem wir alle Ergebnisse zusammenfas-
sen und einen Ausblick auf weitere mogliche Forschungsaspekte in diesem Bereich
liefern.



Kapitel 2
Optimalsteuerung

Im Rahmen dieser Arbeit werden Optimalsteuerungsprobleme gelést, deren mathemati-
sche Behandlung in diesem Kapitel untersucht werden soll. Diese Ausfiithrungen bilden
dabei die Grundlage fiir die darauf folgenden Kapitel 3 und 4 dieser Arbeit und sind von
konkreten Modellen unabhéngig.

2.1 Problemformulierung

Wir stellen zunéchst eine allgemeine Formulierung eines nichtlinearen Optimierungspro-
blems vor:

Jin - f (v) (2.1a)
st. g(y) =0, (2.1b)
h(y) = 0. (2.1c)

Hierbei ist f : D — R die Zielfunktion, g : D — R™ sind n, Gleichungsnebenbedin-
gungen und h : D — R™ beschreiben n; Ungleichungsnebenbedingungen. D C R™ ist
der Definitionsbereich aller dieser Funktionen. Wir nehmen an, dass die Funktionen f,
g und h mindestens zweimal stetig differenzierbar sind. Hier sei kurz erwéhnt, dass sich
Maximierungsprobleme auf die o.g. Form zuriickfiihren lassen, da die Maximierung einer
Zielfunktion f(y) der Minimierung von — f(y) entspricht.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts werden wir diese Formulierung um eine feinere
Einteilung der Variablen erweitern.

Wir definieren nun Zustinde

X [to,tf] — R, t'—)l’i(t), to,tf eER, 1€ {1,...,n$}, (2.2)
die die Komponenten der Losung einer gewthnlichen Differentialgleichung

i(t) = f(t,z(t), == (x1,...,25,)", € [to,ty], (2.3a)
x(to) = X0 (2.3b)

11
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darstellen. Die rechte Seite dieser Differentialgleichung kann aufler von der Zeit ¢t und
den differentiellen Zustinden x(t) auch von frei withlbaren Steuerfunktionen®

Uj : [to,tf] —R,t— ui(t), 1€ {1, ce ,nu} (2.4)

und Parametern p € R™ abhéngen. Diese Parameter konnen im Modell sowohl auf einen
konstanten Wert fixiert als auch zur Optimierung freigegeben sein. Im zweiten Fall heiflen
sie auch Steuergroffen. Somit kann man (2.3) zu

&(t) = f(t x(t),u(t), p) (2.5)

erweitern. Zusétzlich ist es moglich, dass Nebenbedingungen in Form von vorgegebenen
Randwerten existieren. Diese schreiben wir als

re(a(to), alty),p) =0, (2.6)
ri(x(to),z(ty),p) > 0. (2.6b)

Eventuell vorgegebene Anfangswerte der differentiellen Zusténde in der Form z(tg) =
xo werden in den Bedingungen (2.6a) formuliert.
Betrachten wir nun noch Pfadbeschrankungen der Form

g(t, x(t), u(t),p) = 0, (2.7)
so erhalten wir das folgende allgemeine Optimalsteuerungsproblem:

min  (z(t), u(t), p) (2.8a)

x7u7p

st. &(t) = f(t,z(t),u(t),p), tEe [to,ty] (2.8b)
0 =re(x(to),xz(ty),p), (2.8¢)
0 <ri(x(to), z(tyr),p), (2.8d)
0 <g(t,z(t),u(t),p), te to,tys] (2.8¢)
Die Zielfunktion ®(-) kann hier als Mayer-Term
Py = O(ty, x(ty),p), (2.9)

der nur zum Endzeitpunkt ¢; ausgewertet wird, Lagrange-Term
ty
b = L(t,z(t),u(t),p)dt (2.10)

to

oder einer Summe aus beidem vorliegen.

! Auf eine eventuelle Ganzzahligkeit der Steuerfunktionen gehen wir in Kapitel 3 ein.

12



2.2 Direkte Mehrzielmethode

Wir weisen daraufhin, dass zur Optimierung freigegebene Parameter p auch als kon-
stante Funktionen aufgefasst werden konnen, die man in den Steuerungsvektor u(t) auf-
nehmen kann. Alternativ kénnen auch zusétzliche Zustande x(tg) = p; #(t) = 0 fur die
Parameter definiert werden. Aus diesem Grund verzichten wir in ab hier verwendeten
Notationen auf die explizite Abhingigkeit von p.

Um diese Art von Optimalsteuerungsproblemen zu l6sen, existieren einige Verfahren,
von denen wir in den nichsten beiden Abschnitten zwei Vertreter vorstellen wollen. Es
werden beide Verfahren vorgestellt, da wir in dieser Arbeit berechnete Optimalsteue-
rungen verschiedener Algorithmen vergleichen wollen. Zum einen handelt es sich um
die auf Bellman zuriickgehende Dynamische Programmierung [3] und zum anderen um
die von Bock und Plitt in [7] entwickelte direkte Mehrzielmethode (engl. direct multiple
shooting method). Im néchsten Abschnitt stellen wir zunédchst die Direkte Mehrzielme-
thode vor und zeigen, wie wir das dabei entstehende Problem auf die in Gleichung (2.1)
beschriebene Form bringen kénnen.

2.2 Direkte Mehrzielmethode

Beim Multiple Shooting miissen die Funktionen z(¢) und u(¢), die Elemente eines un-
endlich-dimensionalen Funktionenraums sind, parametrisiert bzw. diskretisiert werden,
um sie numerisch handhaben zu kénnen. Hierzu wird der Zeithorizont [to, ] in endlich
viele Teilintervalle I; := [, Tiy1], ¢ € {0,...,m — 1} unterteilt, deren Grenzen wir mit

to=1<mn<..<Tm=ty, meN (2.11)

bezeichnen. An die Langen h; := 7,41 — 7; der Teilintervalle werden lediglich die Bedin-
gungen h; > 0 gestellt. Auch ist nicht gefordert, dass die Zeitgitter fiir die Diskretisie-
rung der Steuerungen und der Parametrisierung der Zusténde iibereinstimmen miissen,
es bringt jedoch Vorteile beziiglich der Separabilitéit der Zielfunktion, weswegen wir oh-
ne Beschriankung der Allgemeinheit ab jetzt annehmen, dass die Gitter ibereinstimmen.
Dies kann man z.B. durch Vereinigung der jeweiligen 7; auf eine gemeinsame Untertei-
lung erreichen. Das so entstehende gemeinsame Gitter stellt somit eine Verfeinerung der
beiden urspriinglichen Gitter dar.

Die Pfadbeschréankungen aus Gleichung (2.7) werden nur punktweise auf dem Gitter
der 7; ausgewertet, so dass wir hier endlich viele Nebenbedingungen

9(7i, (73 73, 81), ¢i(Ti, wi)) >0, Vie{0,...,m} (2.12)

erhalten. Es ist also moglich, dass die Losung diese Bedingungen an Stellen, die zwischen
den 7; liegen, nicht erfiillt, sie also verletzt. In vielen Féllen zeigt die Erfahrung, dass
diese Verletzung sehr gering ist und akzeptiert werden kann. Fiir den Fall zu starker Ver-
letzungen existieren allerdings auch Techniken, die es erlauben g kontinuierlich eingehen
zu lassen, so dass (2.12) iiberall erfiillt wird [29].

13



Kapitel 2 Optimalsteuerung

2.2.1 Diskretisierung der Steuerungen

Auf den soeben definierten Teilintervallen I; ersetzen wir nun die Steuerungsfunktion u
durch Basisfunktionen

i ZIi—>R,ti—>¢i(t), 1€ {1,...,m}‘ (213)

Diese konnen z.B. stiickweise konstante oder stiickweise lineare Funktionen sein, fur
die in der Regel keine Stetigkeitsbedingungen an den Stellen 7; gefordert werden. Bei
linearen ¢; kann allerdings die Forderung der Stetigkeit auftreten. Allgemein miissen sie
sich jedoch durch endlich viele Parameter w; parametrisieren lassen. Somit erhalten wir
eine Funktion

u(t) s = qﬁi(t,w,-), w; € Rki, (2.14)

(3

die ebenfalls nur von endlich vielen Parametern abhéngt, die — zusammengefasst als
Vektor w — als Variable in das Optimalsteuerungsproblem eingehen.

2.2.2 Parametrisierung der Zustande

Wie oben bereits erwihnt, benutzen wir fiir die parametrisierten Zustdnde das gleiche
Gitter, das auch fiir die Steuerung benutzt wurde. Weiterhin fiihren wir fiir den Zu-
standsvektor x m + 1 Variablen sg,..., sy, s; € R™ ein, die als Anfangswerte des
Differentialgleichungssystems an den Stellen 7;, i € {0,...,m —1} sowie als Endwert fiir
i = m dienen. Die Anfangswertprobleme sind somit alle von der Form

(t;7i,8) = f(t, 2i(t), s(t,wi)), t € [m,Tiy1], (2.15a)
(735 73, 8) = Si- (2.15Db)

Um diese zu 16sen, kénnen fehlerkontrollierte Ein- oder Mehrschrittverfahren einge-
setzt werden [1].

Die so berechneten Zusténde x besitzen — im Gegensatz zur gesuchten Losung — mogli-
cherweise Unstetigkeitsstellen bei t = 7;. Um sich nun dem Originalproblem (2.8) wieder
zu nadhern, fihren wir SchliefSbedingungen

Sit1 = 37(7’2'4_1;7'1',81'), Vi € {0, cee, M — 1} (2.16)

ein, die die Stetigkeit der Losungstrajektorie garantieren.
Die Zielfunktion soll auf jedem Intervall I; separat ausgewertet werden kdnnen und

muss sich in
t m—1

/t "Lt (t), ot w))dt = 3 Li(ris1) (2.17)

0 1=0

14



2.2 Direkte Mehrzielmethode

Sm

Abbildung 2.1: Mehrzielmethode mit stiickweise konstanter Steuerung

mit

Tit1

Li(ri1) = / L(t, (t; 75, 53), 65(t, w;) )t (2.18)

Ti

zerlegen lassen.

Wenn wir jetzt noch die Anfangswerte und Randbedingungen auf die neuen Variablen
s; transformieren, erhalten wir fiir diese weitere Bedingungen:

T6(807 Sm) = 07 (219&)
7i(80,8m) > 0, (2.19b)
S0 = Zo. (2.19¢)

Fiigen wir die Gleichungen (2.16) bis (2.19) zusammen und sammeln unsere Variablen
in einem Vektor

Y= (30, WOy -y Sm—1, Wm—1, Sm), S; € an, w; € Rk, (2.20)

15
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resultiert daraus folgendes Nichtlineare Programm (NLP):

m—1
myin ; Li(Ti-i-l) (2.21&)
sit. 0=siy1 — (7415 7Ti, Si) Vie {0,...,777,—1}, (2.21b)
0Sg(Ti,x(n;Ti,si),(bi(ri,wi)), Vi€ {O,...,m}, (2.210)
0 =re(S0, Sm), (2.21d)
0 < 7i(s0, 8m), (2.21e)
0= sy — . (2.21f)

Wir haben das urspriingliche Problem (2.8) nun also in ein Optimierungsproblem
transformiert, dessen Losung fiir m — oo gegen die Losung von (2.8) konvergiert und
zusétzlich nur endlich viele Optimierungsvariablen und endlich viele Nebenbedingungen
besitzt. Es hat somit die Form (2.1) eines NLPs. Diese Art von Problemen kann man
beispielsweise mit einem SQP-Verfahren (engl. sequential quadratic programming) 16sen.

2.2.3 SQP-Verfahren

In aller Kiirze wollen wir beschreiben, wie man das oben hergeleitete NLP mit einem
SQP-Verfahren 16sen kann. Grundlegendes zu SQP-Verfahren findet man in [18, 30] und
speziell bei Verwendung der Mehrzielmethode in [26].

Aus dem vorherigen Abschnitt erhalten wir ein NLP, welches zusammengefasst als

myin fly) (2.22a)
st. g(y) =0, (2.22b)
h(y) =0 (2.22¢)

geschrieben werden kann. f, g und h sind im allgemeinen Fall nichtlineare Funktionen.
Wir setzen aber voraus, dass die Funktionen mindestens zweimal stetig differenzierbar
sind, da wir fiir dieses Verfahren die ersten und zweiten Ableitungen benutzen werden.
Man versucht sich der Losung y* iterativ zu ndhern, d.h. man berechnet ausgehend von
Anfangswerten y° weitere Werte durch Iteration

gL =oF P AR, R e (0,1]. (2.23)

Das Inkrement Ay* wird iiber die Losung eines Quadratischen Programms (QP)

HAlin %AyTHkAy + V" Ay (2.24a)

Y

st g(y") + Ve Ay =0, (2.24D)
h(y*) + Vh(y*) T Ay > 0 (2.24c)

16



2.2 Direkte Mehrzielmethode

Aktion Laufzeitkomplexitét
Berechnung der Hessematrix O(m?(ng +ng)?)
Berechnung der Nebenbedingungen O(m?(ng +ng)?)
QP-Loser, Initialisierung O((mny + nz)?)
QP-Loser, pro Iteration O((mny + ny)?)
Zuriickgewinnung der eigentlichen Losung O(mngz?)

Tabelle 2.1: Laufzeitkomplexitét fiir Condensing und einen QP-Loser fiir dicht besetzte
Probleme in Abhéngigkeit von der Anzahl der Mehrziel-Intervalle m, der
Steuerungen n,, und der Zustande n,.

bestimmt. Vf(y*) bezeichnet den Gradienten der Funktion f an der Stelle y*. Man
lisst dieses Verfahren in der Regel enden, wenn sich y**1 nur noch geringfiigig von sei-
nem Vorginger y* unterscheidet. H* ist hier die Hessematriz der Lagrange-Funktion im
Schritt k. An dieser Stelle existiert auch die Moglichkeit eine Naherung der Hessema-
trix zu benutzen oder diese iiber mehrere Schritte beizubehalten, anstatt sie in jeder
Iteration neu zu berechnen. Griinde fiir die Verwendung einer Néherung sind u.a. die
verkiirzte Laufzeit zur Erzeugung der Naherung im Gegensatz zur Berechnung der ex-
akten Matrix aber auch die Moglichkeit positiv definite Matrizen zu verwenden, falls die
exakte Hessematrix diese Eigenschaften nicht erfiillt. Der zuletzt genannte Grund fiihrt
zu besseren theoretischen Eigenschaften des Verfahrens. Die Schrittweite t* kann z.B.
iiber eine Liniensuche bestimmt werden.

Es sei noch kurz erwéahnt, dass das P, das man aus der direkten Mehrzielmethode
erhalt, eine spezielle Struktur besitzt. Die Matrix der Nebenbedingungen wird aufgrund
der Einfithrung der s; als zusétzliche Variablen grof}, jedoch aber diinn besetzt, d.h. sie
enthélt viele Null-Eintrdge. Durch Condensing [7, 27] kann die Matrix in eine kleinere,
dicht besetzte Matrix transformiert werden, die dem QP-Ldéser dann als Eingabe dient.

Falls das Problem mehr Steuerungen als Zustédnde besitzt, ist der Gewinn, den das
Condensing bringt, aber eher gering.

2.2.4 Komplexitat

Die Laufzeit eines SQP-Verfahrens setzt sich zum einen aus der Anzahl der Iterationen,
die bendtigt werden, und zum anderen aus der Laufzeit des QP-Ldsers zusammen.

Die Anzahl der Iterationen, bis die optimale Losung gefunden ist, die beim iterativen
Losen eines Quadratischen Programms auftritt, hngt maflgeblich von der Beschaffenheit
des Problems selbst ab. Falls z.B. die linearisierten Nebenbedingungen linear abhéngig
sind, kann es vorkommen, dass ein periodisches Durchlaufen (engl. cycling) der Iterierten
auftritt. In diesem Fall sind die QPs ohne geeignete Strategie zur Vermeidung von cy-
cling nicht in endlicher Zeit l6sbar, da immer wieder die gleiche Sequenz der Iterationen
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Kapitel 2 Optimalsteuerung

durchlaufen wird, ohne sich der Losung des QPs zu ndhern. Auch wenn die Nebenbedin-
gungen nicht linear abhéngig sind, der Winkel zwischen ihnen aber sehr spitz ist, wirkt
sich das negativ auf die Anzahl der Iterationen aus.

Die Laufzeiten im allgemeinen Fall sind in Tabelle 2.1 {ibersichtlich dargestellt.

Das SQP-Verfahren an sich konvergiert lokal quadratisch, also lediglich in einer geeig-
neten Umgebung der tatsidchlichen Losung. Daher sind gute Startwerte sowohl fiir die
Qualitdt der Losung als auch fir die Laufzeit, um die Losung zu erhalten, wichtig. Die
oben angesprochene Liniensuche ist eine Strategie, die darauf abzielt, das Konvergenz-
verhalten zu globalisieren.

Fiir weiterfithrende Informationen sei an dieser Stelle auf die Literatur ([12, 13, 15,
16, 38]) verwiesen.

2.3 Dynamische Programmierung

2.3.1 Optimalitatsprinzip

Die Dynamische Programmierung (DP) basiert auf dem in [3] formulierten Optimalitdts-
prinzip von Bellmann, welches im Original folgendermaflen lautet:

»An optimal policy has the property that whatever the initial state and
initial decision are, the remaining decisions must constitute an optimal policy
with regard to the state resulting from the first decision.”

Wenn wir dies nun auf das von uns in Gleichung (2.8) formulierte Optimalsteuerungs-
problem iibertragen, die optimale Zustandstrajektorie mit z*(¢) und die dazugehorige
optimale Steuerung mit u*(t), jeweils ¢ € [tg,1f], bezeichnen, so bedeutet dieses Opti-
malitétsprinzip, dass fiir jedes t; € [to, ts] die Teilsteuerung u*(t),t € [t1,t5],0 < t1 <ty
optimal ist, um den Zustand x*(t¢1) in *(t) zu tberfiihren.

Dass diese Aussage richtig ist, ldsst sich leicht per Widerspruch verifizieren. Wére die
Teilsteuerung u*(t),t € [t1,ty] nicht optimal um z*(¢;) in 2*(ty) zu iiberfithren, gébe es
eine andere Steuerung v(t),t € [t1,tf] mit einem kleineren Zielfunktionswert auf diesem
Abschnitt. Daraus wiirde aber folgen, dass die Steuerung

s ) out(t), fallst e [to,ti]
vi(t) = { o(t), fallste [t?,t;] (2.25)

insgesamt einen kleineren Zielfunktionswert als u*(t) liefern wiirde. Dies wére aber ein
Widerspruch zur angenommenen Optimalitit von u*(t).

Dass eine optimale Trajektorie aus optimalen Teiltrajektorien besteht, ist also offen-
sichtlich. Man beachte aber, dass die Umkehrung der Aussage nicht gilt. Wenn Steuerun-
gen u;, i € {0,...,N — 1} gegeben sind, die jeweils auf dem Horizont [t;, ¢;1+1] optimal
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2.3 Dynamische Programmierung

sind, so ist die Steuerung

UO(t), falls t € [to, tl]

u’(t) . ’:ul(t), falls t € [tl, tg] (2.26)

un—1(t), fallst € [ty_1,tN]

nicht zwangsldufig optimal fiir den gesamten Horizont [to,f].

2.3.2 Herleitung

Die Dynamische Programmierung war urspriinglich fiir die Losung zeitdiskreter Optimal-
steuerungsprobleme vorgesehen und basiert daher auf einem Modell, welches in zeitlich
diskreten Abschnitten ablauft. Es wurde also keine kontinuierliche Steuerungsfunktion u
gesucht, sondern zu mehreren festen Zeitpunkten eine Entscheidung unter endlich vielen
Alternativen. Daher teilen wir den Horizont [to,tf] in N Teilstiicke auf. Das dynamische
System wird durch Ubergangsfunktionen

Tyl = fk(xk,uk), k € {O, 1,...,N — 1} (2.27)

beschrieben. Wie im vorherigen Abschnitt bezeichnet x; € S C R™ einen Zustand und
up, € Cp C R™ eine Steuerung. Die Steuerung uj; nimmt, abhingig vom Zustand x,
Werte aus Ug(xy) C C, an.

Die Zielfunktion, die unserem Optimierungsproblem zu Grunde liegt, ist beziiglich
der Zeit additiv. Der Beitrag zur Zielfunktion,? der im Abschnitt k entsteht, wird mit
9k (g, ug) bezeichnet. Zusétzlich kann es Endkosten gy (z ) geben. Daraus ergeben sich
die Gesamtkosten, die der Zielfunktion

N-1
J() = gn(an) + D grlar, ug) (2.28)
k=0
entsprechen. Wir definieren Abbildungen
i+ Sy — C, xp — ug, ie{O,...,N—l}, (2.29)

die Zustande auf Steuerungen abbilden und fassen diese in einem Steuerungsvektor

™= {pos- - AN-1} (2.30)

zusammen. Es interessieren uns diejenigen m, die fiir das Problem zuléssig sind. Steue-
rungsvektoren nennen wir zuldssig, wenn sie Zustdnde xjp per uy in giltige Zustinde
T4 uberfithren:

Jr(wp, pe (o)) = 241 € S VE € {0,..., N —1}. (2.31)

2Im folgenden werden wir auch von den Kosten bzw. der Kostenfunktion reden.
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Die Kosten, die fiir festes x¢ und festes 7 entstehen, erhélt man durch Auswertung der

Zielfunktion:
N-1

Jr(0) = gn(2n) + D g(wn, pr(r)- (2.32)
k=0

Fiir festes g ist die optimale Steuerung 7* somit diejenige, die diese Kosten minimiert,

I (20) = min Jr(z0), (2.33)

wobei II die Menge aller zuldssigen Steuerungsvektoren ist. Jr«(x¢) sind die optimalen
Kosten, die fiir den Startwert xy entstehen. Fiir freies x( ist daher das Minimum

mrglelglo <£rn€111_11 Jﬁ(aro)> (2.34)
zu finden.

Nun stellt sich natiirlich die Frage, wie diese Minima berechnet werden kénnen. Eine
Enumeration ist bei sehr kleinen Problemen natiirlich méglich, dennoch ist zu beachten,
dass die Anzahl der Mdoglichkeiten, den Vektor 7 zu bilden, sehr schnell wéchst. Schon
bei nur einer Steuerung ist

N-1
)~ [ Ui(z)] (2.35)
=0

nur in gewissen Grenzen iiberschaubar.

Hier kommen wir auf das in Abschnitt 2.3.1 erwéhnte Optimalitdtsprinzip zuriick. Dort
haben wir gesehen, dass die , Endstiicke“ der optimalen Steuerung auf jeden Fall auch
optimal sein miissen. Dabei ist es egal, wo wir den Anfang dieses Stiickes definieren.
Die Idee, die das Optimalitatsprinzip vorgibt, ist nun also zuerst Losungen eines Opti-
malsteuerungsproblems auf einem kleinen Abschnitt — dem Ende — zu finden und dieses
dann ,nach vorne“ auf groflere Horizonte zu erweitern, bis man tg erreicht.

2.3.3 Algorithmus

Wir stellen jetzt zundchst den Algorithmus der Dynamischen Programmierung vor und
beweisen anschliefend seine Korrektheit.

Ab hier verwenden wir die Notation £; € S}, fiir den j-ten Diskretisierungspunkt des
Zustands x zur Zeit k, wobei x; weiterhin die Losung von 2.27 bezeichnet.

In J;(Z;) werden wir die Fortsetzungskosten (engl. cost-to-go) abspeichern, die auf dem
Abschnitt [t;, ;] entstehen, wenn man von &; aus startet. Diese Kosten initialisieren wir
im Endzeitpunkt ¢y = ¢y mit den Endkosten

JN(.@]') = gN(i’j) Vi’j € Sy. (2.36)
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2.3 Dynamische Programmierung

Die Hauptidee des Algorithmus ist folgende Rekursion: Man berechnet, mit k = N —1
beginnend,
Jk(i]) = minA (gk(ij,ui) + Jk...l(fk(fj, u,))) ij € Sk, (237)
u; €Uk (Z5)
um die Fortsetzungskosten zu tabellieren. Hierbei erfolgt die Minimierung iiber alle u;,
die von Z; aus zuldssig sind. Anschliefend berechnet man Jj, fir k = N —2,...,0.

Satz 1 (Bertsekas [4]). Fir jeden Anfangswert ; € Sy stimmt das hier berechnete Jo(&;)
mit den optimalen Kosten Jq«(Z;) aus Gleichung (2.33) dberein.

Beweis. Fiir alle Steuerungsvektoren © = {ug, p1,...,unv—1} und alle & € {0,1,...,
N —1} sei 7 = {up, pips1, ..., ppn—1}. Bezeichne zy einen beliebigen zuldssigen Zustand
&; € Sy und alle ; mit I > k die aus (2.27) erhaltenen Zusténde. Seien J;(xy) die
optimalen Kosten fiir das (N — k)-stufige Problem mit Anfangswert x), auf [ty,tx], also®

N-—1
Jl:;(:pk) mln (gN(-TN + Z gi xu/‘z(*ﬂ))) . (2'38)
i=k

Fir k = N definieren wir J3(2;) = gn(Z;) V&; € Sy. Wir werden nun per Induktion
nach Abschnittsindex k zeigen, dass die Funktionen J; mit den Funktionen J; aus dem
DP-Algorithmus iibereinstimmen.

Als Induktionsanfang dient J3; = Jny = gn. Dies gilt bereits per Definition.

Nehmen wir also an, es gébe ein k, fiir das J;/ (z;) = Jpq1(z;) fiir alle 2; € Spq
gelte, so gilt mit 7 = (up, 7¥+1) fiir alle z, € Sy

(g, mht

N—
Ji(zg) = min ) (gk (xkvﬂk(xk)) +gn(zN) + ‘Zl 9i (xiy,u«i(wi))) (2.39a)

N-1
= min (Qk (:Ek,ﬂk(l’k)) + min <9N(9€N) + Y g (%Mi(%‘)))) (2.39b)
i—kt 1
= min (gk (l’kaﬂk Ty, ) + Jif+1(fk(93k,#k($k)))> (2.39¢)
= min ( Ik \ ks i (g ) + Jrt1 (fk(%&k(%)))) (2.39d)

up €U (1)

= min (%(fﬂk,w)+Jk+1(fk($k,uk))> (2.39%)

(). (2.39f)

3Mit Tht1 = fk(ack,,uk(xk) Vk € {O,...,N — k- 1}.
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Im ersten Schritt ziehen wir die Minimierung iiber 75! in die Klammer, da der erste

Term nur von py, abhéngt. Im zweiten Schritt wird die Definition von J;, ; und im dritten
die Induktionshypothese benutzt. O

Somit ist gezeigt, dass die Funktionen Ji(Z;) die optimalen Fortsetzungskosten vom
Zustand Z; € Sy aus beschreiben. Fiithrt man die Rekursion bis & = 0 durch, so erhélt
man, bei freiem Anfangswert, fir jeden Anfangswert x die optimalen Kosten. Fiir festes
xo miissen die Berechnungen der Jyo(Z;) fiir Z; # x¢ somit nicht durchgefiihrt werden.

Um den optimalen Steuerungsvektor m zu erhalten, speichert man sich beim Durch-
lauf des DP-Algorithmus bei der Berechnung der J; die Steuerung ab, die diese jeweils
minimiert. So kann man von seinem Anfangswert aus, durch Auslesen dieser Steuerung
und anschlieBende Auswertung der Ubergangsfunktion fi(zy,ux) zum néichsten Zustand
auf der optimalen Trajektorie gelangen, bei der man diese Prozedur wiederholt.

Das kontinuierliche Analogon zum diskreten DP-Algorithmus ist die Hamilton-Jacobi-
Bellman-Gleichung. Ausgehend von einem durch eine Differentialgleichung

B(t) = fla(t),ult), to<t<t; (2.40)
und eine angepasste Kostenfunktion

Ly
h(a(ty)) + [ g(a™(t),u(t))dt (2.41)
to
gegebenen System ist die Hamilton-Jacobi- Bellman-Gleichung eine partielle Differtial-
gleichung, deren Losung ebenfalls eine Funktion J*(¢,x) ist, die optimale Fortsetzungs-
kosten im kontinuierlichen Fall beschreibt. Fir weiterfithrende Informationen siehe z.B.

[4].

2.3.4 Diskretisierung

Falls man sich, wie in dieser Arbeit geschehen, dafiir entscheidet die Dynamische Pro-
grammierung auf ein kontinuierliches Problem anzuwenden, muss man zwangsliufig die
kontinuierlich vorliegenden Grofien diskretisieren. Dies betrifft zum einen sicherlich die
unabhiingige Variable? aber auch Zustinde und Steuerungen kénnen nun nicht mehr
beliebige Werte aus R™ annehmen.

Falls z.B. ein Zustand im urspriinglichen Modell reellwertig war, so muss man sich nun
fiir ein Diskretisierungsgitter entscheiden, da zum ,Zeitpunkt* k alle Ji(xy) berechnet
werden miissen. Hierbei muss man darauf achten, dass durch die Diskretisierung auch
das Ergebnis

Tpp1 = fr(or, ug) (2.42)

4Bisher war dies immer die Zeit ¢.
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nicht mehr notwendigerweise auf dem gewahlten Diskretisierungsgitter liegt. Da dieser
Zustand bzw. dessen Fortsetzungskosten Jj 1 aber benotigt werden, muss man eine Mog-
lichkeit finden, diese zu approximieren. Dies kann z.B. dadurch erreicht werden, dass man
das Ergebnis der Ubergangsfunktion auf den nichsten Gitterpunkt ,rundet und dann
diese Fortsetzungskosten verwendet. Alternativ ist natiirlich auch eine Interpolation der
Fortsetzungskosten der benachbarten Gitterpunkte durchfithrbar. Im mehrdimensiona-
len Fall ist dies allerdings mit Aufwand verbunden, der mit jeder weiteren Dimension
exponentiell wéchst.

Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, spielt die Feinheit der jeweiligen Dis-
kretisierungen natiirlich auch fiir die Betrachtung der Komplexitét eine Rolle. Generell
ist bei der Wahl der Gitter darauf zu achten, dass man einen Kompromiss zwischen
einer moglichst guten Approximation der reellwertigen Variablen und einer nicht allzu
hohen Laufzeit des Algorithmus findet. Arbeitet man mit nichtdquidistanten Gittern der
Zustande, ist darauf zu achten, dass das Gitter eher in dem Bereich fein ist, in dem die
Losung zu erwarten ist. Falls keinerlei Kenntnisse iiber eine eventuelle Losung vorlie-
gen, so kann das Problem erst mal auf einem groben Gitter gelést werden um dann im
Losungsbereich zu verfeinern.

2.3.5 Komplexitat

Betrachten wir nun die Komplexitat der Dynamischen Programmierung. Wir bezeichnen
mit «;(k), i € {1,...,n} die Anzahl der Gitterpunkte der n Zustédnde zum Zeitpunkt k
und mit §;(k), j € {1,...,m} die Anzahl der m diskreten Steuerungen, ebenfalls zum
Zeitpunkt k. Das Zustandsgitter beinhaltet dann insgesamt

N n

> I k) (2.43)

Gitterpunkte {iber den ganzen Zeithorizont [to,t¢]. An jedem dieser Gitterpunkte miissen
fiir die Minimierung der Kostenfunktion Jy(zy)

ﬁ Bj(k) (2.44)
j=1

Steuerungen betrachtet werden. Schétzen wir die einzelnen «;(k) und £;(k) mit

a:=maxa;(k), [ :=maxp;(k) (2.45)
i j

nach oben ab, so ergibt sich fiir die Rechenzeit 7 eine Proportionalitit zu

T~N-a"- g™ (2.46)
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Hier sieht man, dass die Laufzeit exponentiell mit den Dimensionen der Zustédnde und
der Steuerungen wéchst. Bellman spricht in diesem Zusammenhang von ,,curse of dimen-
sionality® (dt. etwa ,,Fluch der Dimensionalitat®). Giinstigere Konditionen ergeben sich
dagegen in Bezug auf die Horizontldnge IV, da diese lediglich linear in die Komplexitéat
eingeht. Ebenso geht die Feinheit der Diskretisierungen der Zustdnde und Steuerungen
linear ein. Dies ist also nicht der Hauptfaktor, der lange Laufzeiten verursacht, aber ein
doppelt so feines Gitter fiir einen einzigen Zustand oder eine einzige Steuerung ruft auch
eine Verdopplung der Rechenzeit hervor.

2.4 Vergleich der beiden Methoden

Durch die grundlegend verschiedenen Herangehensweisen an die Probleme ergeben sich
auch einige unterschiedliche Eigenschaften der beiden vorgestellten Methoden. Haupt-
unterschiede sind sicherlich bei den Eigenschaften der Losungen zu finden, die diese
Algorithmen produzieren.

Die direkte Mehrzielmethode ist ein Verfahren, das ausgehend von Startwerten x
fir die differentiellen Zustédnde auf dem zeitlichen Diskretisierungsgitter anhand von
Ableitungen versucht, Werte zF*1 durch Iteration zu erzeugen, die das Zielfunktional
verbessern. Da die Iterationen in Richtung des lokal steilsten Abstiegs der Zielfunktion
erfolgen, fithrt dieses Vorgehen zu einem lokalen Optimum. Falls das Problem nicht
konvex ist, ist es also durchaus moglich, dass es andere (lokale) Optima gibt, die einen
besseren Zielfunktionswert liefern.

Im Gegensatz dazu deckt die Dynamische Programmierung durch die Tabellierung
aller Fortsetzungskosten den ganzen Suchraum ab und man erhélt ein globales Optimum.

Durch diese Tabellierung hat die Dynamische Programmierung einen enormen Spei-
cherbedarf, der im gleichen Mafle wie die Laufzeit wachst. Aufgrund der Proportionalitét
zur Laufzeit ist auch der Speicherbedarf schon bei Problemen mit wenigen Zusténden
eventuell ein Problem.?

Ein interessanter Unterschied ergibt sich auch, wenn man die Bedeutung der Beschran-
kungen betrachtet, die in den Optimierungsproblemen formuliert sind. Wird die direkte
Mehrzielmethode verwendet, erschweren viele Nebenbedingungen die Suche nach zulas-
sigen Losungen und — wie in Abschnitt 2.2.4 erldutert — unter bestimmten Bedingungen
koénnen sie die Laufzeit negativ beeinflussen oder im schlechtesten Fall sogar die Losung
eines Unterproblems verhindern.

Bei der Dynamischen Programmierung hingegen kénnen die Nebenbedingungen erheb-
lich dazu beitragen, dass die Laufzeit des Algorithmus abnimmt. Das liegt daran, dass
der Algorithmus fiir jeden Zustandsknoten jede mogliche Steuerung absucht um das Op-
timum zu finden. Durch Beschriankungen der Zustdnde und Steuerungen verkleinert sich

0

®In Kapitel 6 werden Techniken vorgestellt, mit denen es zumindest temporar gelingt, den Speicherbedarf
zu verkleinern.
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der Suchraum mitunter erheblich, was dann zu den kiirzeren Laufzeiten fiihrt.

Eine der wenigen Gemeinsamkeiten, den beide Typen von Algorithmen besitzen, ist,
dass sie sich beide gut parallelisieren lassen. Bei der Mehrzielmethode kann man z.B. die
Loésung der Anfangswertprobleme auf allen Intervallen parallel rechnen. Fir die Dyna-
mische Programmierung ist eine Parallelisierung auch sehr gut zu vollfithren, da man
die Suche nach der optimalen Fortsetzung fir alle Zustandsknoten eines Zeitgitterpunkts
gleichzeitig durchfithren kann.

Der Vorteil, der aus der Beriicksichtigung jedes Zustandsknotens erwachst, ist, dass
man zusétzlich auch einen optimalen Regelsatz abseits der optimalen Losungstrajektorie
erhélt. Falls man — z.B. durch Stérungen im System — zu einem Zeitpunkt ¢; von der
optimalen Trajektorie abkommt, muss kein neues Optimierungsproblem gelost werden,
da die optimale Fortsetzung fiir alle Zusténde zu allen Zeiten bereits bekannt ist und
nachgeschlagen werden kann. Im Fall der Mehrzielmethode ist hier auf dem kiirzeren
Horizont [tg, Tv| erneut zu optimieren.

Den Preis, den man dafiir zu zahlen hat, ist die Komplexitiat der Dynamischen Pro-
grammierung. Wie wir gesehen haben, wichst sowohl die Laufzeit als auch der Speicher-
platz exponentiell mit den Dimensionen des Problems. Dadurch lassen sich praktisch nur
sehr kleine Modelle mit vertretbarer Diskretisierung l6sen.

Aufgrund der Tatsache, dass die Mehrzielmethode mit Condensing fiir Probleme mit
wenigen Zustédnden und vielen Steuerungen nicht so effektiv ist wie im umgekehrten Fall,
fallt der Vergleich der Laufzeiten in diesem Fall noch am positivsten fiir die Dynamische
Programmierung aus. Wie wir spéter sehen werden, féllt das in dieser Arbeit behandelte
Modell eines LKW in genau diese Kategorie.
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Kapitel 3

Ganzzahlige optimale Steuerung

3.1 Motivation

Im letzten Kapitel haben wir die Theorie der Optimalsteuerung hergeleitet, die notig
ist, um die Probleme, die in dieser Arbeit auftreten, l6sen zu konnen. Dabei haben wir
allerdings eine Besonderheit der hier auftretenden Probleme zunéchst ausgelassen: die
Ganzzahligkeitsbedingungen, die an manche Steuerungen gestellt werden. Typischer-
weise treten diese Art von Variablen z.B. als Modellierung von Ventilen oder — wie
in dieser Arbeit — als Variable fiir den gewéhlten Gang auf. Diese Probleme nennen
wir gemischt-ganzzahlige Optimalsteuerungsprobleme (engl. mized-integer optimal con-
trol problem, MIOCP).

Die Existenz ganzzahliger Variablen verlangt bei Verwendung der Dynamischen Pro-
grammierung keine besondere Aufmerksamkeit, da sie auf natiirliche Weise mit diskre-
ten Steuerungen umzugehen vermag, was gegeniiber der direkten Mehrzielmethode einen
deutlichen Vorteil darstellt. Denn Letztere ldsst den Einsatz geeigneter Verfahren nétig
werden, um die Ganzzahligkeit der Losung zu garantieren.

Verwendet man die direkte Mehrzielmethode, um das im vorherigen Kapitel vorgestellte
Optimalsteuerungsproblem (2.8) zu 16sen, so ist nicht auf Anhieb erkennbar, wie man
aus der Losung dieses Problems — ohne die Forderung der Ganzzahligkeit — eine Losung
generiert, die die genannte zusétzliche Bedingung erfiillt und auch fiir dieses verdnderte
Problem optimal ist oder zumindest in der Nahe der Losung liegt.

Bei der Losung der abgeschwéichten Probleme ohne Ganzzahligkeitsbedingungen kén-
nen verschiedene Szenarien auftreten. Bei vielen Problemen, in denen die Minimierung
der Zeit gefordert wird — z.B. zeitoptimales Fahren mit einem Fahrzeug — hat die Lo-
sung eine Bang-Bang-Struktur. Dies bedeutet, dass die Steuerung im Loésungspunkt bis
auf Diskretisierungsfehler ausschliefilich Werte an ihrer unteren bzw. oberen Grenze an-
nimmt. Im Fall der zeitoptimalen Fahrt entspridche das einer Vollbremsung vor einer
Kurve, direkt gefolgt von einer Vollgasphase.

Allerdings gibt es auch Félle, in denen die optimale Steuerung Werte zwischen die-
sen Grenzen annimmt. Es handelt sich hierbei um einen singuldren Bogen. In diesen
Féllen gestaltet sich die Suche nach einer ganzzahligen Steuerung, die die Zielfunktion
minimiert, mitunter wesentlich schwieriger. Ein einfaches Beispiel ist hier das Lotka-
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Kapitel 3 Ganzzahlige optimale Steuerung

Volterra-Modell zur Beschreibung zweier Spezies, von denen die eine Réuber und die
andere Beute modelliert.%

Zur Verdeutlichung stellen wir uns ein Problem vor, in dessen zugrunde liegendem
Modell ein Ventil Beachtung findet, das lediglich geschlossen (u = 0) oder gedffnet
(u = 1) sein kann. Daraus ergibe sich die Bedingung, dass

u(t) € {0,1} Wt (3.1)
sein muss. Wiirde man diese Forderung auf
u(t) € [0,1] (3.2)

abschwiichen”, kann man versuchen dieses Problem mit den in Kapitel 2 vorgestellten
Methoden zu 16sen. Angenommen, man erhalte als Optimalsteuerung den Vektor der
diskretisierten Steuerungen

u=(Uty...,upy), 05<u;<06 Vie{l,...,m} (3.3)

So wére in diesem Fuall eine einfache Rundung auf die nédchste ganze Zahl fiir jedes
Intervall vermutlich keine gute Heuristik. Hier wiirde man also auf die Steuerung

w=1 Vi (3.4)

runden, was wahrscheinlich nicht in der N&he der Losung des MIOCP liegt. Vor allem
aber kann es sein, dass in diesem Fall eventuelle Pfadbeschrénkungen verletzt wiirden.
Falls fiir das relaxierte Problem dagegen eine Steuerung berechnet wird, die sich schon
in der Néhe einer ganzen Zahl befindet, so besteht fiir diese einfache Heuristik sicherlich
eine groflere Wahrscheinlichkeit, eine gute Losung zu produzieren.
Im Folgenden werden wir eine Methode beschreiben, die im allgemeinen Fall eingesetzt
werden kann.

3.2 Problemformulierung

Um im Folgenden zwischen den kontinuierlichen und den diskretwertigen Steuerungen
unterscheiden zu kénnen, werden wir — wie bisher — die kontinuierlichen Steuerungen mit
u(t) € R™ bezeichnen, wiahrend wir fiir die diskreten Steuerungen v(t) € R schreiben
werden.

Das Differentialgleichungssystem, das die Dynamik des zugrunde liegenden Modells
beschreibt, schreibt sich somit in diesem Kapitel als

#(t) = f(2(t),u(t),v(t)), 1€ [to,ty] (3.5)

Genaueres iiber dieses Modell ldsst sich u.a. in [31] und [34] nachlesen.
"Wir nennen dies im Folgenden Relazierung.
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mit
o(t) € Q= {vhv? . u™Y),  t €t tf], nweN. (3.6)

Q C R™ ist somit endlich.
Unter einer — oben schon kurz angesprochenen — Relaxierung verstehen wir eine Ab-
schwéchung einer gegebenen Bedingung

reX, X={z,.... 2"}, neN (3.7)

Al
x € conv X. (3.8)

conv X ist dabei die konvexe Hiille einer Menge X und definiert als

n n
conVX:{Zai‘xi xiGX,nEN,Zaizl,oziZO}. (3.9)
i=1 i=1
Die Relaxierung der Bedingung (3.6) ist somit
v(t) € convQ, t € [to,ty], (3.10)

wobei conv Q C R™ die konveze Hiille der Punkte v* ist. Im eindimensionalen Fall n, = 1
gilt also:

convQ = [a,b] CR, @:=minv’, b:=maxv'. (3.11)
(2 (2

Die Klasse der Probleme, die wir in diesem Kapitel 16sen werden, ist Folgende:

min - (z(t), u(t), v(t)) (3.12a)
st @(t) = f(tx(t), ult),v(t), € [tot] (3.12b)
x(to) = xo, (3.12¢)

0 =re(x(to), z(ty)), (3.12d)

0 < ri(z(to), z(ty)), (3.12¢)

0 < g(t, z(t),u(t),v(t)), (3.12f)

v(t) € Q. (3.12g)

3.3 Konvexifizierung
Der Begriftf der Konvezifizierung, den wir in dieser Arbeit gebrauchen werden, bezieht

sich immer auf eine Konvexifizierung im Raum der bindren Steuerungen. Es ist moglich,
dass das Problem in allen anderen Variablen weiterhin nichtkonvex ist.
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Ab hier lassen wir die Pfadbeschrankungen g und die Randbedingungen r, und r; aus
Griinden der Ubersichtlichkeit aus und transformieren zusitzlich die ganzzahlige Steue-
rung v(t) zu einer bindren Steuerfunktion w(¢). So erhalten wir das binére, nichtlineare
Problem (BN) (nach engl. binary nonlinear):

ghlg O(x(t),u(t),w(t)) (3.13a)
st &(t) = f(t,z(t),u(t),w(t), tEe to,ty] (3.13b)
x(to) = Xo, (3.13C)
w(t) € {0,1}". (3.13d)

Ersetzen wir nun (3.13d) durch w(t) € [0, 1]™, schwéchen also die Bedingung dahinge-
hend ab, dass w(t) fiir jede vektorielle Komponente zwischen 0 und 1 liegen darf, erhalten
wir ein neues Problem, welches wir mit (RN) (nach engl. relazed nonlinear) bezeichnen:

%g O(x(t),u(t),w(t)) (3.14a)
st &(t) = f(t,z(t),u(t),w(t)), tEe to,ty] (3.14b)
x(to) = Xo, (3.14C)
w(t) € [0,1])". (3.144)

Dies wird auch die innere Konvezifizierung genannt, da w(t) als Funktionsargument
(im Inneren) von f(-) relaxiert wird. Alternativ dazu konvexifizieren wir nun durch
Linearisierung in w, indem wir (3.13b) durch

x(t) = if(t,x(t),u(t),wj) wi(t), «(t) € {0,1}"® (3.15)
i=1

ersetzen. Die w’ sind fest und durchlaufen alle binéren Steuerungen. Daher gilt ng = 2",
Die relaxierte Funktion @;(t) steht hier aulerhalb der Funktion f(-), weshalb man hier
auch von der duferen Konvezifizierung spricht.®

Um ein Problem zu erhalten, das dquivalent zu (3.13) ist, fiigen wir eine SOSI-
Bedingung hinzu:

f:a)i(t) =1, Vte[to,ts] (3.16)
i=1

8Durch die duBere Konvexifizierung wird also ein Problem erzeugt, das nun wesentlich mehr Steuerungen
aufweist, was das in Abschnitt 2.2.3 angesprochene Condensing ineffektiver macht.
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Hieraus entsteht ein in @ konvexes Problem (BC) (nach engl. binary convex):

JI}TLII(%} D(x(t),u(t),w(t)) (3.17a)
st @(t) = if(t,x(t),u(t),wj) w;i(t), t€ [to,ty] (3.17b)
i=1
x(tg) = Xo, (317C)
w(t) € {0,117, (3.17d)
f:@i(t) =1 (3.17¢)
i=1

Zwischen den Losungen von (3.13) und (3.17) existiert eine Bijektion (siehe Theorem
1, unten). Auch zu Problem (3.17) geben wir ein relaxiertes Problem (RC) (nach engl.
relazed conver) an. Wir ersetzen (3.17d) durch @(¢) € [0,1]™® und erhalten

min - ®(x(t), u(t), &(1)) (3.18a)

st @(t) = i Ft,x(t), u(t),w’) @i(t), t € [to,ty] (3.18b)
=1

x(to) = Xo, (3.18C)

@(t) € [0,1]"=, (3.184)

ifdi(t) =1. (3.18¢)
=1

Diese vier Probleme dienen nun als Grundlage des weiteren Abschnitts. Wir stellen
zunéchst zwei Theoreme vor, die Aussagen tiber die Vergleichbarkeit von Losungen der
jeweiligen Probleme machen.

Theorem 1 (Vergleich binédrer Losungen). Falls das Problem (BC) eine Optimallosung
(x*, u*, &%) mit Zielfunktionswert ®BC besitzt, existiert eine ny,-dimensionale Steuerung
w*(+), so dass die Trajektorie (z*,u*,w*) eine Optimallosung von (BN) mit Zielfunkti-
onswert ®BN ist. Weiterhin gilt

BN — pBC, (3.19)

Die Umkehrung gilt ebenfalls.

Theorem 2 (Vergleich der Losungen konvexifizierter Probleme). Sei (x*, u*,&*) eine
zulissige Losung fiir (RC) mit Zielfunktionswert ®8C. Weiterhin sei f(x,u*,w) fiir alle
zuldssigen bindren Steuerungen w(-) global Lipschitz-stetig bzgl. z(-) (u* fest). Dann
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gilt: Zu jedem € > 0 existiert eine zuldssige Steuerung w und eine Funktion T, so dass
die dazugehorige Trajektorie (T,u*,w) eine zuldssige Lésung des Problems (BC) mit
Zielfunktionswert ®BC ist.
Es gilt:

PBC < dRC 4 ¢ (3.20)

Dieses Theorem sagt also aus, dass man den Zielfunktionswert einer vorgegebenen kon-
tinuierlichen Steuerung beliebig gut mit einer binédren Steuerung approximieren kann.
Es sei angemerkt, dass dies insbesondere fiir den Fall gilt, dass (z*, u*,©*) die Optimal-
losung von (RC) ist. Es kann allerdings vorkommen, dass die binére Steuerung auf einem
Zeitintervall sehr oft hin und her schalten muss, um das zu erreichen.

Weiterhin hat dieses Theorem zur Folge, dass man nun Aussagen iber die Qualitit
von berechneten bindren Losungen machen kann, da man durch die kontinuierliche Op-
timallésung — im Falle einer Minimierung — die maximale untere Schranke erhélt. Man
kann so beurteilen, wie gut die aktuelle binire Losung tatsichlich ist.”

3.4 MS MINTOC

In diesem Abschnitt stellen wir zunichst Heuristiken vor, mit deren Hilfe wir aus Losun-
gen der relaxierten Probleme moglichst gute Losungen fiir das bindre Problem erzeugen
wollen. Dabei kommen wir auch auf das zu Anfang des Kapitels bereits kurz erwéhn-
te Runden zuriick. Danach beschreiben wir das Schema eines Algorithmus namens MS
MINTOC, der von Sager et al. in [36] vorgestellt wurde.

Ab hier werden wir die relaxierten Steuerungen mit ¢;; € [0,1] und die binéren mit
pji € {0,1} bezeichnen. j € {1,...,n,} bezeichnet die vektorielle Komponente (¢ =
(q1,---,qn,)T), wihrend i € {0,..., N — 1} den Index des Zeitintervalls I; angibt.

3.4.1 Adaptive Gitterverfeinerung

Die Gitterverfeinerung ist eine Methode, die angewendet werden kann, falls es bei der Lo-
sung des Problems (3.18) auf einem festen, groben Gitter G* Intervalle I, gibt, auf denen
die optimale Steuerung keinen ganzzahligen Wert annimmt. Dabei muss die Steuerung
gleichzeitig auf dem einen der beiden benachbarten Intervalle I, und 11 Werte an ih-
rer unteren und auf dem anderen Intervall Werte an ihrer oberen Grenze annehmen. Hier
vermutet man also eine Bang-Bang-Struktur, deren Ubergang durch die Diskretisierung
verloren gegangen ist, da das gewéhlte Gitter zu grob war. Man versucht durch Einfii-
gen zuséatzlicher Gitterpunkte 7% auf dem Intervall I, diesen vermuteten Schaltpunkt in
das aktuelle Diskretisierungsgitter aufzunehmen, um danach das Problem erneut zu 16-
sen. Nun wird erwartet, dass an diesem weiteren Schaltpunkt ein direkter Ubergang der

Die Beweise sind in [36] nachzulesen.
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Abbildung 3.1: Gitterverfeinerung

Steuerung stattfindet. Falls dies nicht eintritt, kann diese Prozedur erneut durchgefiihrt
werden.
Abhingig vom Wert ¢; kann man folgende Heuristik anwenden!?:

¢i = 0 = Annahme w; =0 (3.21a)
¢i =1 = Annahme w; =1 (3.21Db)
q; ¢ {0,1} = flige zuséatzlichen Gitterpunkt 7* hinzu. (3.21c¢)

Bereits ganzzahlige Abschnitte werden nicht mehr verfeinert, wiahrend wir in (3.21c)
einen zusédtzlichen Punkt fordern. Wir wollen diesen abhdngig von ¢; als 7% = 7; +
v(7i41 — 7;) bestimmen. Abhingig von der Richtung des Ubergangs bestimmen wir

) oa falls ¢g—1 =1 und ¢g;4+1 =0
7= { 1-— q; falls qi—1 = 0 und qi+1 = 1 (322)
und nehmen den neuen Punkt in das aktuelle Gitter auf, d.h. GFt! := GF U r*. Zur

Anschauung dient Abbildung 3.1.

10Zur Vereinfachung schildern wir das Vorgehen nur fiir den eindimensionalen Fall.
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Falls auf mehreren benachbarten Intervallen die Steuerung nicht ganzzahlig ist, ist das
Wissen iiber eine optimale bindre Steuerung auf diesen Abschnitten im Normalfall zu
gering, um etwas sinnvolleres als eine einfache Bisektion mit v = 0.5 durchzufiihren.

Eine andere Moglichkeit, mit nichtganzzahligen ¢; umzugehen, stellt das Runden dar.

3.4.2 Rundungsstrategie

Lost man das relaxierte Problem (3.18)! auf einem festen Gitter, erhélt man eine rela-
xierte Optimallosung. Im besten Fall weist diese bereits eine Bang-Bang-Struktur auf.
Diese ganzzahlige Losung muss optimal fiir Problem (3.17) sein, da sie optimal fiir das
relaxierte Problem (3.18) ist, in dem die Menge der variablen Steuerungen eine Obermen-
ge der Menge der ganzzahligen Steuerungen ist. In der Regel wird die durch Relaxierung
gewonnene Losung aber nicht ganzzahlig sein. Hier besteht die Moglichkeit, die relaxierte
Optimallésung durch Runden der einzelnen ¢;; auf jedem Intervall I; zur Ganzzahligkeit
zu ,zwingen®,
Neben dem simplen Runden

_J 1 fallsg;; > 0.5
Pji = { 0 sonst (3.23)

jedes einzelnen Wertes unabhéngig von den anderen, gibt es eine alternative Strategie,
die Sager et al. ,sum up rounding nennen [36]. Hierbei betrachtet man beim Runden
nicht nur den aktuell zu rundenden Wert, sondern auch die Rundungsentscheidungen,
die bisher getroffen wurden:

- { é iilrllsStZ?;o ik — Yo Pik = 0.5 (3.24)
Mit den Bezeichnungen
a;(t) =g, Bi(t) :==pja t € [tilipa] (3.25)
und
At = ,_max At; = i:gl.%q{tiﬂ —t;} (3.26)

ist das Ergebnis dieser Strategie folgendes
Theorem 3. Seien Funktionen « : [to,tf] — [0,1]™ und B : [to,tf] — {0,1}"™ durch
(3.24) und (3.25) gegeben. Weiterhin sei At definiert wie in (3.26). Dann gilt

H t:ﬁ(r)—a(r)dT <05 AL (3.27)

HDafiir eignet sich beispielsweise die in Kapitel 2 vorgestellte direkte Mehrzielmethode.
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Der Beweis ist in [33] zu finden.

Falls — wie im Falle der Konvexifizierung — die SOS1-Bedingung aus (3.16) gefordert
wird, muss beachtet werden, dass g, nicht unabhéngig von ¢; ; gerundet werden kann.
Mit Hilfsvariablen

7 i—1
k= D Gk — > Djk (3.28)
k=0 k=0
rundet man dann

- 1 falls (jj,i > (jkﬂ' vk 7é J und j<kVEk : ij,i = (jk:,i
P = { 0 sonst (3.29)

Das Ergebnis dieser Strategien erfiillt grundsétzlich die Ganzzahligkeitsbedingungen,
nicht unbedingt jedoch vorhandene Pfadbeschrénkungen. Falls diese doch erfillt wer-
den, hat man auf diese Weise {iberdies eine obere Schranke'? fiir das zu losende Mi-
nimierungsproblem erhalten, die sich im Branch and Bound-Kontext nutzen ldsst. Da
diese Strategien lediglich Heuristiken sind, ist das Ergebnis im Regelfall auch nicht op-
timal, kann aber z.B. als Ausgangssituation der Schaltpunktoptimierung dienen, die im
néchsten Abschnitt vorgestellt wird.

3.4.3 Schaltpunktoptimierung

Die Schaltpunktoptimierung (engl. switching time optimization) ist eine Technik zur Ver-
besserung einer gegebenen Bang-Bang-Losung, die auf einem festen Gitter berechnet
wurde. Diese ist entweder bei der Losung des relaxierten Problems entstanden oder ist
z.B. das Ergebnis einer Rundungsstrategie.

Die Schaltstruktur der Losung wird hierbei nicht mehr verdndert, lediglich die Zeit-
punkte 7;, in denen die Steuerung von 0 auf 1 und umgekehrt ,schaltet*, werden jetzt zur
Optimierung freigegeben. Man hat also — im eindimensionalen Fall — eine vorgegebene
binédre Steuerung

) 1 falls i gerade

bi= { 0 falls ¢ ungerade (3-30)

oder umgekehrt. In der Praxis deklariert man die Abschnittslangen hy = g1 — ti als
Optimierungsvariablen, siehe [14]. Da sie praktisch zeitunabhéingig sind, kann man sie
als freie Parameter zu Problem (3.17) hinzufiigen. Zusétzlich muss allerdings

N-1
Z hy = ty —to (3.31)
k=0

gefordert werden. Zur Verdeutlichung der Vorgehensweise, sieche Abbildung 3.2. Dieser

12Wird ein Maximierungsproblem behandelt, erhélt man eine untere Schranke.
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w(t)
1 T I
ho o h1 h2 N h3 h4
0
to ty t

Abbildung 3.2: Schaltpunktoptimierung

Ansatz kann auch auf den Fall mehrdimensionaler Steuerungen erweitert werden. Dies
werden wir hier nicht vorstellen, sondern verweisen auf [32] und [36].

Es besteht grundsétzlich die Moglichkeit, die Schaltpunktoptimierung auch als ei-
genstiandige Optimierungstechnik einzusetzen. Allerdings entstehen durch diese Technik
viele lokale Minima, weshalb eine gute Initialisierung ausschlaggebend fiir den Erfolg
dieser Methode ist. Die in Abschnitt 3.4.2 erlduterte Rundungsstrategie liefert in der
Regel gute Startwerte, so dass eine Verbindung dieser beiden Techniken giinstig sein
kann. Weiterhin muss bei Verwendung der Schaltpunktoptimierung die Schaltstruktur
bereits bekannt sein.

In [14] ist ein Anwendungsbeispiel im Automobilbereich zu finden.

3.4.4 Algorithmus

Nachdem wir einige Techniken vorgestellt haben, fiigen wir diese nun zusammen und
stellen den Algorithmus MS MINTOC (multiple shooting based mixed-integer optimal
control) vor. Die optimale Trajektorie von (3.17) wird hier mit 7% = (z%(-),u* (), 0% ("))
bezeichnet.
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Algorithmus 1. (MS MINTOC)

1. k = 0. Eingabe: anfingliches Diskretisierungsgitter der Steuerungen G°, Toleranz
TOL € R*.

2. Falls notig, wird das Problem (3.13) konvexifiziert (Abschnitt 3.3). Man erhdlt ein
Problem der Form (3.17). Dieses wird zu @(-) € [0,1]" relaziert (3.18).
3. Wiederhole:

a) Lose relaxiertes Problem auf GF. Erhalte T = (xF(-),u* (), 0% (-)) und den
gitterabhdngigen optimalen Zielfunktionswert @gf’:.

b) Falls T* auf GF &F(-) € {0,1}"@ erfiillt, dann STOP.

¢) Wende ,sum up rounding® auf &*(-) an. Halte u¥(-) fest. Erhalte obere
Schranke @g,f N durch Simulation.

d) Optional: Schaltpunktoptimierung (Abschnitt 3.4.3).
e) Falls @QB,fN < @g,fﬂ +TOL, dann STOP.

f) Verfeinere das Gitter GF (adaptiv).

g) k=k+1.

4. Benutze Bijektion, um Losung fir Problem (8.13) mit Zielfunktionswert ®* =
CDQB,CIN zu erhalten.

Um in Schritt 3f) eine adaptive Gitterverfeinerung durchzufiihren, speichert man in
Schritt 3c) die ¢; ¢ {0,1} ab, um wie in Abschnitt 3.4.1 vorzugehen.

Erfolgreiche Anwendung fiir Fahrzeugmodelle fand dieser Algorithmus und insbeson-
dere die beschriebene Konvexifizierung in [25] und [35].

Algorithmische Erweiterungen dieser Methoden zur Ausnutzung spezieller Strukturen
bei Verwendung der direkten Mehrzielmethode sind in [23] und [24] zu finden.
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Kapitel 4
Nichtlineare Modellpradiktive Regelung

Der Grundgedanke aller pradiktiven Regelungen zur Beeinflussung dynamischer Syste-
me besteht darin, dass man ein gegebenes Optimalsteuerungsproblem nicht einmalig auf
einem festen Zeithorizont [to,t¢] 16st, um dann die berechnete optimale Steuerung auf
das System aufzutragen, sondern man versucht das System zu steuern, wiahrend es sich
in der Ausfithrung befindet. Anwendung findet diese Vorgehensweise hauptsichlich bei
Prozessen, die stdndig und ununterbrochen laufen und somit nicht auf einen endlichen
Zeithorizont ausgelegt sind. Dazu zéhlen beispielsweise Heizungs- und Klimaanlagen, die
eine konstante Raumtemperatur halten sollen, oder Herstellungsprozesse in der chemi-
schen Verfahrenstechnik. Durch das Berechnen der optimalen Steuerung parallel zum
Prozess ist es jederzeit moglich, auf eventuell auftretende Stérungen zu reagieren und
,»gegenzulenken®,

Wiéhrend man bei Heizungs- und Klimaanlagen o.4. oftmals einfache regelbasierte
Steuerungen — z.B. Heizleistung erhéhen, falls die gewiinschte Temperatur aktuell unter-
schritten ist — vorfindet, wird bei komplexeren dynamischen Systemen ein Modell des je-
weiligen Systems in die Steuerung miteinbezogen. Bei chemischen Destillationskolonnen
zum Beispiel benutzt man ein Differentialgleichungsmodell der ablaufenden Reaktion,
um vorausschauend steuern zu kénnen. Angewendet auf das Beispiel der Heizungsanlage
konnte man eine Wettervorhersage fiir die nahe Zukunft in das Modell integrieren und
die Steuerung der Heizleistung von den zukiinftigen Auflentemperaturen abhingig ma-
chen. Die zu steuernde zukiinftige Raumtemperatur wiirde man unter Zuhilfenahme des
Modells pradizieren, um so eine bzgl. eines Zielfunktionals méglichst gute Steuerung zu
berechnen. Diese Berechnung féinde hier also — im Gegensatz zu Reglern, die nur auf dem
aktuellen Systemzustand basierend eine Entscheidung treffen — modellprddiktiv statt.

Im nicht-pradiktiven Fall wird die Steuerungsantwort direkt aus einer Funktionsvor-
schrift in Abhéngigkeit vom aktuellen Zustand gewonnen. Hier kann — wenn gewiinscht —
eine Tabellierung der Antworten erfolgen. Im Unterschied dazu wird bei einem modell-
pradiktiven Regler ein Optimalsteuerungsproblem gelést, um die Steuerungsantwort zu
erhalten. Falls alle auftretenden Optimalsteuerungsprobleme lésbar sind, kann theore-
tisch auch in diesem Fall eine Tabelle der vorher berechneten Antworten aufgestellt
werden. In der Praxis scheitert dieses Vorhaben aber hiufig daran, dass die Zustands-
rdume zu grof sind und eine vorherige Tabellierung der Antworten nicht durchfithrbar
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ist.

Die zu beeinflussende Grofie — im vorherigen Beispiel war dies die Raumtemperatur —
nennt man die Regelgrofie y. Diese wird direkt durch die Stellgréfie u beeinflusst, die das
Ergebnis der Regelung ist. Eingangsgrofle fiir die Regelung ist zum einen die SollgrifSe
w und zum anderen die zuriickgefithrte Regelgrofie y.

Ist das zugrunde liegende Differentialgleichungsmodell linear, also

i(t) = Az + Bu (4.1)

mit z € R™, y € R™ und Matrizen A € R"=*"= B ¢ R" ™ gpricht man von Linearer
Modellpradiktiver Regelung (engl. Model Predictive Control, MPC). Sie wird heutzutage
in vielen Bereichen angewendet und auch die dazugehorige Theorie ist sehr gut erforscht.

Im Gegensatz dazu handelt es sich um eine Nichtlineare Modellpradiktive Regelung
(engl. Nonlinear Model Predictive Control, NMPC), wenn sich das System nicht linear
modellieren lasst. Ein grofles Problem in diesem noch jungen Teilgebiet, an dem aktuell
intensiv geforscht wird, stellte lange Zeit dar, dass die Algorithmen fiir die Losung des
Optimalsteuerungsproblems parallel zum laufenden Prozess nicht schnell genug waren.
Infolgedessen wurden viele Systeme durch lineare Differentialgleichungen und insbeson-
dere lineare Nebenbedingungen approximiert und mit Hilfe von linearen Reglern gesteu-
ert. Ist die ,Nichtlinearitdt“ des Systems nicht zu sehr ausgeprégt, zeigt dieses Vorgehen
gute Ergebnisse und hat sich {iber viele Jahre bewahrt.

Mittlerweile wurden aber auch fiir die Nichtlineare Modellpridiktive Regelung sehr
schnelle Algorithmen entwickelt, die fiir die Echtzeitanwendung geeignet sind, siehe z.B.

[9]-

4.1 Gleitender Horizont

Das Prinzip der Nichtlinearen Modellpridiktiven Regelung wird in der Regel auf einem
gleitenden Horizont (engl. moving horizon) umgesetzt. Die Liange dieses Horizonts be-
zeichnen wir mit 7. Ausgehend vom zur Zeit t; gemessenen Systemzustand x; und dem
durch das Modell gegebenen Differentialgleichungssystem

&(t) = f(t,2(t), u(t),p) (4.2)

16st man ein Optimalsteuerungsproblem fiir den Prddiktionshorizont [t;, t; + T, das sich
wie in (2.8) schreiben lisst.'® Der erste Teil der optimalen Steuerung auf dem Abschnitt
[ti,t;+0], 6 < T wird an das System zuriickgegeben, um es zu steuern. Spétestens zur Zeit
t;+ 9 wird nun wiederum der Systemzustand erfasst und ein neues Optimierungsproblem
auf dem Horizont [t; + J,t; + 0 + T gelost. Der erste Abschnitt [t; + d,¢; + 2d] der auf
[t; +0,t;+d + T] optimalen Steuerung wird auf das System gegeben. Dieser Zyklus kann

3Welcher Algorithmus zur Lésung benutzt wird, ist an dieser Stelle nicht wichtig.

40



4.1 Gleitender Horizont
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Abbildung 4.1:
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f—————————
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t;
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Abbildung 4.2: Berechnung der optimalen Steuerungen
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| y
- Vergangenheit i -~ Pradiktionshorizont E——
- e
T\. aktueller Zustand z;41 i
zuriickliegende Steuerungen 3 o E
ti  ti+6 ti+6+T

Abbildung 4.3: Ausgangssituation zur Zeit t;11 =t; + 6

dann beliebig lang fortgesetzt werden. Abbildungen 4.1 bis 4.3 veranschaulichen diese
Vorgehensweise.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden Rechenzeiten hier vernachlissigt. Aber es
wird deutlich, dass eine gewisse Zeit verstreicht, bis aus der Messung des Systemzustands
die optimale Steuerung berechnet wird. Aulerdem besteht natiirlich ein Interesse daran,
diese Steuerung schnell berechnen zu kénnen. Ist die Rechenzeit ndmlich zu lang, befindet
sich das System womoglich beim Anwenden der zuriickgelieferten Steuerung mittlerweile
in einem anderen Zustand, in dem diese Steuerung dann nicht mehr unbedingt optimal
ist.

Lost man die anfallenden Probleme mit der direkten Mehrzielmethode im SQP-Kon-
text,'4 schligt Diehl Strategien vor, die die Berechnung beschleunigen kénnen [9, 10, 11].
Wenn schon eine optimale Steuerung fiir das Intervall [t;, ¢; + T'] berechnet und der erste
Teil an das System zuriickgegeben wurde, kann nach Diehl als Startwert mz@l fir das
neue Optimierungsproblem auf [¢;+6,t; +3J+T] die Losung des letzten Problems genutzt
werden. Der gemessene Wert ;11 dient dabei nicht als Startwert, wird aber iiber die
Nebenbedingung

:E(ti+1) - JAJH_l =0 (43)

in das neue Problem eingebettet. Weiterhin schlédgt er vor, auch die optimale Steuerung u
als Startwert fiir die neue diskretisierte Steuerung zu nutzen. So reicht eine einzige SQP-
Iteration, um die optimale Steuerung auf dem neuen Horizont in linearer Approximation

4GQjehe Abschnitt 2.2.3.
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4.1 Gleitender Horizont

zu erhalten.

Bei der Wahl der Lénge T' des Prdadiktionshorizonts sind zwei gegenséatzliche Konse-
quenzen zu betrachten. Einerseits erfordert die Losung der Optimierungsprobleme mit
zunehmender Lange immer mehr Zeit, so dass T' eher klein gewahlt werden sollte, ande-
rerseits sind die jeweiligen Losungen immer nur auf dem Pradiktionshorizont [¢;,¢; + T']
optimal und ein zu kleiner Pradiktionshorizont kann zu einer Lésung fithren, deren Steu-
erung eine starke Abweichung in der Zielfunktion von der global optimalen Steuerung
auf [to, tf] zeigt.

Falls zur Losung der Optimalsteuerungsprobleme die Dynamische Programmierung
eingesetzt wird, ist die Wahl von T' beziiglich der Laufzeit eher nebenséchlich. Wie in
Kapitel 2 gesehen, wichst die Laufzeit der Dynamischen Programmierung linear mit der
Anzahl der Diskretisierungspunkte der Zeit.

Steuert man einen Prozess allerdings online — also parallel zum Ablauf — erhilt man
bei kurzen Horizontldngen auch schnell eine Antwort. Dies kann bei Prozessen, die in
zeitlich kleinen Dimensionen ablaufen, sehr von Interesse sein.

Bei Verwendung der Dynamischen Programmierung ergibt sich ein weiterer Vorteil.
Da beim Durchlauf des Algorithmus fiir jeden Zustandsknoten die optimale Fortsetzung
abgespeichert wird, kann — geniigend Speicherplatz vorausgesetzt — im Vorfeld des Pro-
zesses das Optimum tiber einen groflien Zeitraum berechnet werden. Falls wahrend der
Ausfithrung des Prozesses dann eine Stérung auftritt, so dass die optimale Zustands-
trajektorie verlassen wird, kann die optimale Steuerung fiir den gestorten Zustand in
einer Tabelle nachgeschlagen werden. Somit miissen online keine Berechnungen mehr
durchgefiihrt werden, allerdings sind geeignete Speicherstrukturen zu empfehlen, um bei
groflen Datenmengen einen Lesezugriff schnell erfolgen lassen zu kénnen.
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Kapitel 5
Modellierung

In dem nun folgenden Kapitel werden wir ein Modell eines LKW vorstellen, mit dem wir
die in Kapitel 7 folgenden Berechnungen durchgefiihrt haben. Auflerdem werden wir die
Einbindung von Streckendaten in dieses Modell erldutern.

Das in dieser Arbeit behandelte Modell vernachléssigt andere Verkehrsteilnehmer oder
sonstige Hindernisse, so dass der LKW sich zu jeder Zeit frei auf der Strecke bewegen
kann.

5.1 Modellierung eines LKW

5.1.1 Steuerungen

Die frei wihlbaren Steuerungen des LKW sind in Tabelle 5.1 aufgefiihrt. Die Beschleu-
nigung des Fahrzeugs wird mafigeblich durch das Motormoment Mi,q beeinflusst, die
Bremskraft durch das Bremsmoment My,. Aus algorithmischen Griinden steuern wir
jeweils deren Anderung Rinq bzw. Rpm. Der gewihlte Gang y stellt eine ganzzahlige
Variable dar und bestimmt direkt das Ubersetzungsverhdltnis it (y) zwischen Motor und
Antriebsachse und den Wirkungsgrad nr(y) im Gang y.

Das Gesamt- Bremsmoment setzt sich aus zwei Elementen zusammen: zum einen aus
dem Bremsmoment der Motorbremse Mg und zum anderen aus dem des Retarders
My

Mbrk(s) = ZT(y) MEB(S) + Mret(s). (51)

Wir haben uns dafiir entschieden, nur das Gesamtmoment zu steuern. An dieser Stelle

Name Beschreibung Einheit Definitionsbereich
Rina  Anderung des Motormoments NTm [Rind min, Rind,max)
Ry Anderung des Bremsmoments NT”“ [Rbrk,min» Rbrk,max]
Y Gewahlter Gang - QCN

Tabelle 5.1: Steuerungen des LKW
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Kapitel 5 Modellierung

Name Beschreibung Einheit
A Frontflache m?

Cw Stromungswiderstandskoeffizient

A Wirkungsgrad der Hinterachse

fr Rollreibungskoeffizient -

iA Hinterachsiibersetzung

Nengmax Maximale Motordrehzahl

Neng,min  Minimale Motordrehzahl #
Tstat Radius der Hinterreifen m
M Wirkungsgrad des Motors

m Fahrzeugmasse kg
Rindmax Maximale Zunahme des Motormoments Nsm
Ringmin  Maximale Abnahme des Motormoments Nsm
Rirkmax  Maximale Zunahme des Bremsmoments N?m
Rprkmin ~ Maximale Abnahme des Bremsmoments N?m
it(y) Ubersetzungsverhiltnis im Gang y

nr(y) Wirkungsgrad im Gang y -
g Gravitationskonstante b
Dair Luftdichte %

Tabelle 5.2: Feste Parameter und physikalische Konstanten

ergibt sich daher Spielraum fiir eine unterschiedliche Priorisierung der genannten Brems-
arten.

5.1.2 Differentialgleichungssystem

Als unabhéngige Variable des Modells haben wir die Position s (in Metern) des LKW
auf der Karte gewéhlt. Daher wird die Anwendbarkeit des Modells auf strikt positive
Geschwindigkeiten begrenzt. Die Zeit kann in Abhéngigkeit von der — durch die positive
Geschwindigkeit eindeutige — Position s und der Geschwindigkeit v(s) als differentieller
Zustand tiber die Formel

t(s) = el (5.2)

mitgefiithrt werden, wird aber nicht zwingend benétigt.

Die Geschwindigkeit des Fahrzeugs ergibt sich aus mehreren Komponenten:'> Dem
Beschleunigungsmoment

Macc(s) = Z‘T(y) nT(y) Mind(3)7 (53)

15 Alle im Text nicht erwihnten GrofSen sind in Tabelle 5.2 zu finden.
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5.2 Streckentopografie

dem Bremsmoment'® inklusive Motorreibung in direkter Abhéingigkeit der Motordreh-
zahl Neng(s)

Mbrake(s) = Mbrk(s) + 'LT(y) Mfric (neng(s))a (54)

dem Stromungswiderstand

1
Mair(s) = 5 cw A Pair 7)2(3) (55)
und dem Rollwiderstand in Abhéngigkeit von der Steigung des aktuellen Streckenab-
schnitts v(s),

Mstreet(s) :=m - g - (sin(y(s)) + fr cos(v(s))) . (5.6)
Aus diesen Definitionen ergibt sich die Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeit:

. 1 i
09) = s (T2 (Mace(5) = Miasa(9)) = Ma(s) = M (9)) . (5.7

Die restlichen beiden Zusténde sind die bereits angesprochenen Momente: Motormo-
ment

Mind(s) = Rind(s) (58)

1
v(s)
und Bremsmoment 1

M (s) = —— Rpi(s). 5.9

bk(s) U(S) bk(s) ( )

Die Motordrehzahl aus (5.4) kann aus der aktuellen Geschwindigkeit und dem aktuellen

Gang gewonnen werden:
ia it(y) 60 [s]

= —_— . 5.10

ang() 1= v(s) W 2 (5.10)

Die GroBen Myet(s), MEg(s) und Min(s) sind durch Myet max; MEB max und Mint max

beschrankt. Dabei sind diese Maximalwerte keine Konstanten im engeren Sinne, sondern
Funktionen der Motordrehzahl.

5.2 Streckentopografie

Um einen LKW vorausschauend steuern zu konnen, werden Daten iiber die vor ihm
liegenden Streckenabschnitte benétigt. Daher gehen wir davon aus, dass zu fahrende
Strecken vor der Fahrt vermessen wurden oder wiahrend der Fahrt die benétigten Daten
per Satellitennavigation wie etwa GPS oder Galileo zur Verfiigung stehen.

6Man beachte, dass Murake(8) # Mk (s).

47
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Fiir unsere Untersuchungen sind — anders als in der Berechnung optimaler Routen —
nicht nur die Koordinaten in der Ebene wichtig, sondern z.B. auch die Héhe der Positi-
on auf der Strafle. Aus den gesammelten Hohendaten lassen sich Steigungsprofile einer
Strecke erstellen. Gerade fiir LKW mit hoher Masse ist die Steigung einer Strecke eine
wichtige Information.

Werden die ebenen Koordinaten genau genug gemessen, kénnen auflerdem brauchbare
Daten tiber die Krimmung einer Kurve gewonnen werden. Diese beeinflussen — wie wir
spater sehen werden — die Maximalgeschwindigkeit, mit der diese Kurve durchfahren
werden kann.

Um die Gesetze des Landes, in dem gefahren wird, nicht zu verletzen, sind dariiber
hinaus Daten iiber die jeweils zuldssige Hochstgeschwindigkeit unverzichtbar.

5.3 Grenzen und Nebenbedingungen

Zusatzlich zu Bedingungen aus der Fahrzeugphysik existieren in unserem Modell weitere
Nebenbedingungen wie etwa die bereits erwahnte gesetzliche Hochstgeschwindigkeit.
Die Steuerungen Rj,q und Ry, unterliegen einfachen Schranken:

Rind,min SRind(s) < Rind,mam (511&)
Rbrk,min SRbrk(s) < RbrkJnax- (511b)

Je nachdem wie viele Génge modelliert werden, muss
1<y(s) <ng, y(s)eN (5.12)

gelten. Fiir jeden modellierten Gang y miissen die Konstanten ip(y) und nr(y) vorliegen.
Wie bereits erwiahnt, werden die verschiedenen Momente drehzahlabhéngig begrenzt:

0 [Nm] < Mind(S) < Mind,max(neng(s))7 (5.13&)
0 [Nm] S Mret(s) S Mret,max(neng(s)), (513b)
0 [Nm] < Mgg(s) < MEB max(Neng(s)). (5.13¢)

(
Aus diesen Beschréankungen und (5.1) ergibt sich auch die Grenze fiir das Bremsmo-
ment:

0 [Nm} < Mbrk(s) < Z.T(y) MEB,max(neng(3)> + Mret,max(neng(3)>- (5.14)

Wir priorisieren hierbei die Motorbremse. Ist also das gewiinschte Bremsmoment allein
durch die Motorbremse realisierbar, wird der Retarder nicht eingesetzt. Dieser wird erst
zusitzlich benutzt, falls My (s) > i1 (y) MEB max(Neng(8)).

Die Motordrehzahl wird durch vorgegebene Konstanten

Teng,min < neng(s) < Neng,max (5.15)
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5.3 Grenzen und Nebenbedingungen

Geschwindigkeit

Gang

Abbildung 5.1: Schematischer Zusammenhang zwischen wahlbaren Géngen und fahrba-
ren Geschwindigkeiten durch Bedingung (5.15). Giiltige Kombinationen
sind blau eingefarbt.

des Motors beschrénkt. In Verbindung mit (5.10) limitieren diese Grenzen somit den giil-
tigen Geschwindigkeitsbereich, der in Gang y gefahren werden darf. Der Zusammenhang
wird in Abbildung 5.1 verdeutlicht.

Zusatzlich existieren Grenzen fiir die Geschwindigkeit, die einerseits von der Krim-
mung k(s) der Strecke an der aktuellen Position s und andererseits von gesetzlichen
Bestimmungen abhangen:

v(8) < Veurve (K(8)), (5.16a)
v(8) < Viaw($). (5.16b)

Diese Bedingungen werden zu
U(S) < min(vcurve(’i(s))’ Ulaw(s)) (517)

zusammengefasst.

Als sinnvoll wird allgemein die Komplementaritit der zu steuernden Momente erach-
tet, denn unabhéngig von der Streckenposition sollte niemals gleichzeitig beschleunigt
und gebremst werden, daher gilt:

(Mina(s) = 0 A Myk(s) = 0) V (Mina(s) = 0 A Myk(s) = 0). (5.18)
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Treibstoffverbrauch

geringer hoher
Treibstoffverbrauch Treibstoffverbrauch

Abbildung 5.2: Treibstoffverbrauch in Abhéngigkeit von Motormoment und -drehzahl.

5.4 Zielfunktion

Wir haben uns dafiir entschieden, verschiedene Faktoren in die Zielfunktion einfliefen
zu lassen. Die Zielfunktion ist somit eine Linearkombination verschiedener Terme

b= Zai . Jz (519)

mit frei wahlbaren Gewichten a; € R.

In Zeiten steigender Ressourcenknappheit ist sowohl aus 6kologischer als auch 6ko-
nomischer Sicht die Minimierung des Treibstoffverbrauchs eines Fahrzeuges zunehmend
interessant. Den Treibstoffverbrauch Q. haben wir als Funktion des Motormoments
und der Motordrehzahl modelliert, sieche Abbildung 5.2. Der Treibstoffverbrauch iiber
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5.4 Zielfunktion

eine Strecke [0, Shoriz) iSt somit
Shoriz
Jo=Jneri= [ Qua(Mina(s), nens(s)) d. (5.20)
0
Da wir die Fahrtzeit nicht direkt beschranken, bestrafen wir weiterhin die Unterschrei-
tung einer Wunschgeschwindigkeit, die als von der Krimmung und Steigung abhéngige
Funktion vgesire(s) modelliert ist. Durch Maximumsbildung wird sichergestellt, dass eine
Uberschreitung hier nicht bestraft wird.!'” Wir haben uns fiir eine quadratische Bestra-
fung entschieden, was dazu fithrt, dass hohe Abweichungen von der Wunschgeschwin-
digkeit stirker bestraft werden, als es bei einem linearen Term der Fall wire, wéhrend
kleine Abweichung toleriert werden:
Shoriz
J1 = Jdesire := / max (Vgesire (§) — v(5), 0)? ds. (5.21)
0

Schnelle Anderungen des Motormoments Miy,q und des Bremsmoments M, werden
als unerwiinscht betrachtet, da diese den Komfort des Fahrers negativ beeinflussen. Des-
wegen werden auch die Anderungen dieser GrofSien in Abhingigkeit von der aktuellen
Geschwindigkeit quadratisch bestraft:

Shoriz

Jo = Jeomfort := / ’UT(S) (Rind(S)Q + Rbrk(8)2) ds. (5.22)
0

5.4.1 Schaltkosten

In diesem Modell wird angenommen, dass der Wechsel eines Gangs instantan erfolgen
kann. Daher kann es dazu kommen, dass in etwaigen Losungen der Gang sehr hau-
fig gewechselt wird. Um diesem Phédnomen entgegenzusteuern, existieren verschiedene
Strategien:

e Die naheliegendste Moglichkeit ist wohl, einen konstanten Strafterm fiir einen
Gangwechsel zur Zielfunktion zu addieren. Aufgrund der Unstetigkeit liefert diese
Vorgehensweise aber Probleme, wenn das Optimalsteuerungsproblem mit einem
ableitungsbasierten Verfahren — wie in Abschnitt 2.2 vorgestellt — geldst werden
soll.

e Ein anderer Weg ist, die Anzahl der Schaltvorginge auf einer Strecke einer vor-
gegebenen Lénge L durch eine Konstante M zu beschrianken. Diese Art von Be-
schrinkung ist wiederum ungeeignet fiir die Verwendung der Dynamischen Pro-
grammierung, da diese sequentiell ablduft und darauf basiert, dass bereits berech-
nete Endstiicke optimal sind. Wurde auf einem Endstiick mit einer Lange [ < L

"Eine erhéhte Geschwindigkeit wird bereits durch den erhohten Treibstoffverbrauch indirekt bestraft.
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Kupplung

geschlossen—-

offen—+

\

Optimierer blockiert

Abbildung 5.3: Schematische Darstellung eines Modells der fiir einen Gangwechsel beno-
tigten Transitionsstufe: Zum Einleiten des Gangwechsels muss das Mo-
tormoment auf das Niveau der Motorreibung reduziert werden. Danach
erfolgt die Offnung der Kupplung und die Phase, in der der Gang ge-
wechselt wird. Nach Schliefung der Kupplung kann das Motormoment
wieder frei erhoht werden.

eine Optimalsteuerung mit M Schaltvorgdngen berechnet, wird zwangslaufig auf
dem L —[ langen Stiick davor nicht geschaltet. Es werden also manche Mengen des
Suchraums abgeschnitten, so dass das wahre Optimum iibersehen werden kann.

e Es besteht auBlerdem die Moglichkeit, die Geschwindigkeitsdnderung, die wiahrend
eines Gangwechsels auftritt, iiber ein genaues Modell des Schaltvorgangs zu simu-
lieren. In diesem Modell miissten dann u.a. Zeiten fiir das Ein- und Auskuppeln
beriicksichtigt werden. Durch eine Vielzahl an Simulationen kann versucht werden,
die Geschwindigkeitséinderung als Funktion von Eingangsgrofien wie Gang, Stei-
gung, Motor- bzw. Bremsmoment und Geschwindigkeit darzustellen. Diese Funkti-
on kann dann in die Dynamik des urspriinglichen Modells einbezogen werden, um
den Geschwindigkeitsverlust bzw. -gewinn mitzusimulieren und zu optimieren.

Wir entscheiden uns aufgrund der genannten Probleme fiir die erste Variante und

definieren

Jy = { 1 falls Gangwechsel erfolgt (5.23)

0 sonst
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5.4 Zielfunktion

Bei der Wahl der Gewichte a; miissen die Gréfenordnungen der verschiedenen Ziel-
funktionen J; beriicksichtigt werden. Der Treibstoffverbrauch in Litern oder Kilogramm
ist beispielsweise wesentlich geringer als quadratische Anderungen der Momente auf ei-
ner Strecke gleicher Lénge. Eine beispielhafte Wahl kénnte in folgender Gréfienordnung
erfolgen:

apg = 0.1; ay = 1.0; as = 0.01; as = 0.5 (5.24)

Den Einfluss der Wahl der Gewichte werden wir in Kapitel 7 noch einmal aufgreifen.
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Kapitel 6
TruckDP

In diesem Kapitel soll nun die im Rahmen dieser Arbeit entstandene Software TruckDP
vorgestellt werden. Sie verwendet die in Kapitel 2 vorgestellte Dynamische Programmie-
rung, um einen in Kapitel 5 modellierten LKW optimal zu steuern.

6.1 Implementierung

6.1.1 Diskretisierung

Wir betrachten zundchst ein Optimierungsproblem auf festem Horizont [sg, sy]. Die
Strecke wird zur Diskretisierung in Teilstiicke der Léange d5 unterteilt. Um Berechnungen
zu vereinfachen, wahlen wir 5 so, dass

ds | (sf — s0) (6.1)

gilt. Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, muss bei der Dynamischen Programmierung
eine Diskretisierung der reellwertigen Zusténde erfolgen. Die differentiellen Zusténde
Geschwindigkeit (v) und Motor- bzw. Bremsmoment (Mi,q bzw. M) werden daher
ebenfalls diskretisiert behandelt. Da sich die Groflen Mi,q und My, durch Bedingung
(5.18) derart beeinflussen, dass nicht beide gleichzeitig grofier als 0 sein konnen, findet
keine getrennte Betrachtung statt. Die diskretisierten Werte der Momente werden in
einem gemeinsamen Vektor, der den Bereich [— Mk max, Mind,max] @bbildet, gespeichert.
Das Bremsmoment wird also im negativen und das Motormoment im positiven Bereich
abgespeichert, so dass die einzelnen Momente {iber

(Mk,O) falls Mk > 0

(0, —Mjy) sonst (6.2)

(Mina x, M) = {

zuriickgewonnen werden kénnen. Die Feinheit der jeweiligen Diskretisierung wird der

Software mit &, und dy; tibergeben. Die Génge (1,...,ng) liegen bereits diskret vor.
Als Steuerungen sind die Anderungen von Gang (Ay) und Brems- bzw. Motormoment

(AM) implementiert. Die Anderung der Momente ist ein ganzzahliges Vielfaches von §;.
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Kapitel 6 TruckDP

Die Ubergangsfunktionen xj,1 = f (%, us), die bendtigt werden, um die Zustinde an
der Stelle (k+ 1) - 05 zu erhalten, sind somit

Yk+1 = Yk + Ay, (6.3a)
M1 = My, + AM;,. (6.3b)

Um die neue Geschwindigkeit vy zu erhalten, wird die Differentialgleichung (5.7) mit
einem numerischen Integrator fir den Abschnitt der Lange d, gelost. Das reellwertige Er-
gebnis der Integration wird anschlieffend auf den naheliegendsten Diskretisierungspunkt
der Geschwindigkeit gerundet. Als Integrator benutzen wir ein Runge-Kutta- Verfahren
vierter Ordnung mit variabler Schrittweite.

Die Steuerungen AM und Ay werden direkt bei s, = sg+k-Js an das Modell ibertra-
gen, so dass auf dem Intervall (sg, sx+1) bereits die neuen Momente und der neue Gang
gelten. Das Ergebnis des Anfangswertproblems, das gelost werden muss, um die neue Ge-
schwindigkeit zu erhalten, hdngt hingegen mafigeblich von den gerade erwéhnten Gréfien
auf dem Integrationshorizont [s, sxy1] ab. Daher haben wir uns dazu entschieden, die
Anderung der Geschwindigkeit bei sj 1 zu realisieren.

Die Kostenfunktion g (zx, ux) der auf dem k-ten Streckenabschnitt entstehenden Kos-
ten wahlen wir — wie in Kapitel 5 diskutiert — als

3
Jrotal = Z a;J; (64)
i=0
mit
Jo = Qtuel(Mind x, Neng k), (6.5a)
J1 = max(vdesire,k — Vg, 0)2, (65b)
AM?2 .+ AM?
JQ _ ind,k 5 brk,k’ (65C)
Uk
_ ) 1 falls yp # ypga
J3 = { 0 sonst (6.5d)

und frei einstellbaren Gewichten a; € R.

6.1.2 Beschleunigung des Algorithmus

Bevor wir im néchsten Abschnitt den Algorithmus explizit angeben, wollen wir zunéchst
den Ablauf skizzieren und an beachtenswerten Stellen unsere Vorgehensweise erldutern.

Der Algorithmus startet bei Streckenposition s = sy_1. Es miissen fiir jede Kombina-
tion an Zustdnden

(vn—1, MN_1,yN—-1) (6.6)
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die Fortsetzungskosten und die optimalen Steuerungen berechnet werden. Um den Such-
raum zu verkleinern, werden an dieser Stelle direkt diejenigen Kombinationen verwor-
fen, die mit Hilfe der Beschrankungen (5.15) und der Formel fiir die Berechnung der
Motordrehzahl (5.10) identifiziert werden koénnen. Durch das frithe Ausschlieflen die-
ser Zustédnde werden alle Integrationen von diesem Zustand aus eingespart. Ungiiltige
Gang-Geschwindigkeit-Kombinationen erhalten eine Markierung, so dass man sie spéter
wiedererkennen kann.

Fiir jedes giiltige Zustandstripel muss eine Minimierung der Kostenfunktion (6.4) tiber
alle maglichen Steuerungen durchgefithrt werden. Pro Steuerung wird u.a. ein Anfangs-
wertproblem zur Bestimmung der neuen Geschwindigkeit vy gelost. Auch hier versucht
man Steuerungen iiber Nebenbedingungen an die neuen Zusténde auszuschlieen, um
Auswertungen der Kostenfunktion zu sparen. Falls die einfachen Grenzen (5.11) erfiillt
werden, muss allerdings die Integration der Geschwindigkeit durchgefiihrt werden.

Ist die neue Geschwindigkeit vy giiltig — sind also alle Nebenbedingungen erfillt —
kann es trotzdem vorkommen, dass es keine giiltige Fortsetzung vom Zustandsknoten
xn-1 = (vy—1, MN—_1,yn—1) aus gibt. Dies kann beispielsweise eintreten, wenn vy _;
in der Néhe der vorgegebenen Minimalgeschwindigkeit vy, liegt und auf dem néchsten
Streckenabschnitt eine hohe Steigung ~ folgt, so dass alle Steuerungen zu einer Unter-
schreitung von vy, flihren. Fiir den Knoten x_1 muss also vermerkt werden, dass es
keine Fortsetzung gibt, da Steuerungen, die von einem Zustand x aus zu x_; fiihren,
dementsprechend auch nicht als giiltig angesehen werden diirfen.

Da in das Anfangswertproblem zur Berechnung von vy die zum Zeitpunkt s = sy_1
geschalteten neuen Zustdnde My und yy eingehen, treten an mehreren Stellen inner-
halb der Schleife iiber die Zustdnde die exakt gleichen Aufrufe des Integrators auf. Dies
passiert genau dann, wenn von unterschiedlichen Zustinden in die gleichen neuen Zu-
stdnde geschaltet wird. Um den Rechenaufwand an dieser Stelle zu verkleinern, werden
die Integratorergebnisse abgespeichert, um sie beim néachsten Aufruf lediglich in einer
Tabelle nachschlagen zu miissen.

Weiterhin lassen sich iiber Monotonieeigenschaften gleich mehrere Steuerungen aus-
schlieflen. Falls man von Zustand zn_1 = (vy—1, MN—1,YN—1) aus mit einer Steuerung
un—1 = (AMyn_1,Ayn_1) fortfahrt und sich aus dieser Steuerung beispielsweise eine
Geschwindigkeit v > Va0, v ergibt, brauchen die Steuerungen mit einer Momentenén-
derung AM > AMpy_1 nicht mehr betrachtet zu werden. Gleiches gilt auch umgekehrt
fiir Unterschreitungen einer dem Algorithmus vorgegebenen Minimalgeschwindigkeit.

Wurden so fiir alle giiltigen Zustandskombinationen die optimalen Steuerungen mit
den optimalen Fortsetzungskosten berechnet, fahrt man bei s = sy_o mit dem néchsten
Schleifendurchlauf fort.

o7



Kapitel 6 TruckDP

6.1.3 Algorithmus
Algorithmus 2. (TruckDP)

e FEingabe: Startposition so, Endposition sy, Auflosung ds der ortlichen Diskretisie-
rung; Grenzen fir Geschwindigkeit (Vjow, Vup) und Momente (Mo, Myp) und die
jeweilige Diskretisierungsauflosung 6, bzw. dpr. Weiterhin die Streckendaten und
die Gewichte a; der Zielfunktion. Optional: Anfangswerte der Zustinde.

o Schleife iber k=N —1,...,0

1. Lese Streckendaten (Steigung v, Mazimalgeschwindigkeit vpmqay) 2u s = So +
k-0, ein.

2. Schleife diber alle Zustandskombinationen (v, My, yi)

a) Falls vy > vpmaz, Uberspringe aktuelle Kombination und schliefle alle
Kombinationen mit v > v aus.

b) Priife anhand von (5.10) und (5.15), ob Gang und Geschwindigkeit ei-
ne giltige Drehzahl liefern. Falls Neng > Mengmax, verwerfe alle Kom-
binationen mit héherer Geschwindigkeit bei gleichem Gang und nied-
rigerem Gang bei gleicher Geschwindigkeit. Verfahre analog dazu, falls
Neng < Neng,min -

¢) Schleife tiber alle Steuerungen (AMjy, Ayy)

i. Berechne My, = My, + AMy und yp+1 = yr + Ayk.
i1. Prife analog zu Schritt 2b), ob yx+1 und vy giltige Drehzahl ergeben.

i1i. Berechne vi41 durch Integration und anschlieffendes Runden (oder
schlage es nach, falls in einer vorherigen Iteration bereits berechnet)
und tiberprife wie in Schritten 2a) und 2b) die neue Geschwindigkeit
auf Giiltigkeit.

iv. Schlage Fortsetzungskosten zu w11 = (Vk41, M1, Yr+1) nach. Falls
nicht vorhanden, da xi11 keine giltige Fortsetzung besitzt, verwerfe
aktuelle Steuerung.

v. Berechne Kosten gi(xp,u) und den daraus resultierenden Zielfunk-
tionswert J(x) = gk (g, ux) + J(Tgr1)-

vi. Falls Zielfunktionswert kleiner als aktuell bekannter am Knoten xy,
ersetze das bisherige Minimum durch den neuen Wert und speichere
die aktuelle Steuerung als optimale Fortsetzung zu xj ab.

3 k=k-1

e Bestimmung der optimalen Trajektorie: Suche Zustand x{y mit minimalem Ziel-
funktionswert und schlage zugehorige optimale Steuerung uy nach.
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e Schleife iiber k=0,...,N —1
1. Berechne ndchsten Zustand der optimalen Trajektorie xj_ , = f(x}, uf).

2. Schlage uy, | nach.

6.1.4 Modifikationen fiir Systeme mit wenig Arbeitsspeicher

In der oben beschriebenen Variante miissen mitunter groffe Mengen an Daten im Spei-
cher gehalten werden. Besteht die Schwierigkeit, dass fiir das zu 16sende Problem nicht
genug Arbeitsspeicher zur Verfiigung steht, verlangsamt die vom Betriebssystem ge-
steuerte Auslagerung der Daten auf die Festplatte den Algorithmus erheblich, da dem
Betriebssystem nicht bekannt ist, welche Daten wann gebraucht werden. Um dieses Pro-
blem zu umgehen, kénnen temporar nicht benotigte Daten aber gezielt auf die Festplatte
ausgelagert werden.

Beim i-ten Durchlauf der d&uBeren Schleife iiber k (k = i) miissen lediglich die Fort-
setzungskosten zu allen Zustandsknoten aus dem vorherigen Durchlauf & = ¢ + 1 fiir
die Bestimmung der aktuellen Zielfunktionswerte bekannt sein. Die Fortsetzungskosten
fir kK > i + 2 werden zu diesem Zeitpunkt gar nicht mehr benétigt und die optimalen
Steuerungen fiir k > i + 1 erst wieder, wenn die optimale Trajektorie vorwérts berech-
net wird. Erstere konnen somit geloscht, letztere bei Bedarf zeitweise auf die Festplatte
ausgelagert werden.

Praktisch gesehen kann die Lange des Horizonts daher temporédr auf ein beliebiges
ganzzahliges Vielfaches von d5 reduziert werden. Die Berechnungen miissen allerdings —
im Unterschied zum Gleitenden Horizont — weiterhin von hinten nach vorne durchgefiihrt
werden. Es werden also zuerst die Fortsetzungskosten auf den Endknoten berechnet und
wenn sie dann aus dem Horizont herausfallen, miissen die Kosten in die Funktionen
gn integriert werden. Erst bei der Vorwérts-Simulation miissen die Daten wieder nach
und nach in den Speicher geladen werden. Im folgenden Algorithmus ist die genaue
Vorgehensweise beschrieben.

Algorithmus 3. (TruckDP — Splitting)
1. Fingabe: Die gleichen Werte wie in Algorithmus 2.

2. Bestimme — abhdngig von der Grifie des zur Verfiigung stehenden Arbeitsspei-
chers — die Linge L eines Teilhorizonts, so dass n- L = (sf — so) fir n € N.

3. Schleife iber i =n,...,1
a) sa=s0+ (@ —1)-L, sp=s0+1-L

b) Falls i < n: Initialisiere die Endkosten bei s, mit den im Arbeitsspeicher
gehaltenen Fortsetzungskosten.

c) Wende Algorithmus 2 auf [sq, sp| an.
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d) Speichere die optimalen Fortsetzungssteuerungen fiir alle Zustandsknoten auf
der Festplatte.

e) Lésche die gerade gespeicherten Daten aus dem Arbeitsspeicher und verwerfe
zusdtzlich alle Fortsetzungskosten, abgesehen von denen der Zustinde bei s, .

4. Bestimmung der optimalen Trajektorie: Suche Zustand xg mit minimalem Ziel-
funktionswert und schlage zugehorige optimale Steverung ug nach.

5. Schleife iber k=0,...,N —1
a) Berechne néchsten Zustand der optimalen Trajektorie xj_ | = f(x}, uy).

b) Falls k- 6s = c- L fiir ein ¢ € N: Losche optimale Steuerungen aus dem
Speicher und ersetze sie durch die Daten des ndchsten Horizonts der Linge
L von der Festplatte.

c¢) Schlage uj_ | nach.

Theorem 4 (Vergleich der Losungen). Die beiden Algorithmen 2 und 3 liefern exakt
das gleiche Ergebnis, also die gleiche Optimalsteuerung mit gleichem Zielfunktionswert
und ebenfalls die gleichen optimalen Fortsetzungen im Falle einer Storung.

Beweis. Wir betrachten hier der Einfachheit halber nur den Fall fiir n = 2 (Konstante
aus Algorithmus 3, Schritt 2), da lediglich die Tatsache, dass es einen Ubergang mit
Datenverlagerung gibt, von Bedeutung ist. Die Anzahl der Ubergéinge ist unerheblich,
da sich die Ubergiinge allesamt gleich verhalten. Weiterhin gehen wir davon aus, dass L
als ganzzahliges Vielfaches von d; gewéhlt wurde.

Sehen wir uns zuerst die Iteration ¢ = n = 2 der Schleife 3 an. Es wird direkt Algo-
rithmus 2 aufgerufen, es treten daher vorerst keinerlei Unterschiede auf.

Die interessante Stelle ist beim Ubergang zu n = 1 gegeben. Die optimalen Steuerun-
gen werden lediglich auf die Festplatte verlagert, wihrend der Grofiteil der Zielfunkti-
onswerte verworfen wird. Das Ende des neuen Intervalls [sg, so + L] ist der Anfang des
alten. Die Endkosten fiir alle Zustande bei s = sg + L werden also mit den urspriinglich
jeweils eigenen Kosten reinitialisiert. Daher entstehen bei Berechnung der Zielfunktions-
werte und optimalen Steuerungen fiir s = so+ L — d5 in beiden Algorithmen die gleichen
Werte. Daraus folgt dann direkt die Gleichheit aller Werte bis einschlieflilich s = s.

Die Rekonstruierung der optimalen Trajektorie verlduft in beiden Algorithmen auf die
gleiche Weise. In Algorithmus 3 sind die benétigten Daten der optimalen Fortsetzun-
gen lediglich auf die Festplatte ausgelagert worden. Diese werden sequentiell eingelesen,
weshalb sich auch die gleiche Losungstrajektorie ergibt. O

6.2 Erweiterung: Gleitender Horizont

Das Konzept des Gleitenden Horizonts wurde bereits in Kapitel 4 erldutert. Wir wol-
len in diesem Abschnitt erldutern, wo die Stdrken dieses Ansatzes liegen und welche
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Anpassungen der Software TruckDP wir vorgenommen haben, um mit dieser Technik
Losungen berechnen zu kénnen.

6.2.1 Anwendungsgebiet

Das Hauptanwendungsgebiet des folgenden Algorithmus ist der Online-Kontext, d.h. die
optimale Steuerung wird parallel zur Fahrt bestimmt. Er kann eingesetzt werden, wenn
nicht samtliche Daten des Horizonts [sg,sy¢] bei Fahrtantritt verfiigbar oder bekannt
sind, z.B. bei unbekannter Strecke oder einem ungeplanten Streckenwechsel aufgrund
von Straflensperrungen oder Stau. Bei Modellerweiterungen, die auch andere Verkehrs-
teilnehmer beriicksichtigen, ist diese Methode unumgénglich.

Zu Anfang des Algorithmus miissen die Daten lediglich fiir den Préadiktionshorizont
der Lénge L bekannt sein. Die restlichen Informationen miissen wéhrend der Fahrt —
z.B. per Satellitennavigation — nachgeladen werden.

Es sollte bei Verwendung von Algorithmus 4 allerdings beachtet werden, dass die
Dynamische Programmierung hohe Laufzeiten verursacht und aus diesem Grunde nur
flir relativ kleine Modelle — wie dem in Kapitel 5 vorgestellten — online sinnvoll einsetzbar
ist. Will man das Modell auf zusétzliche Zusténde oder Steuerungen erweitern, sollte man
sich des exponentiellen Wachstums der Laufzeit der Dynamischen Programmierung mit
der Anzahl der Zustdnde und Steuerungen bewusst sein. Dadurch sind der Dynamischen
Programmierung im Online-Kontext enge Grenzen gesetzt.

Weitere Anwendung kann diese Variante von Algorithmus 2 — abgesehen vom Onli-
ne-Kontext — z.B. dann finden, wenn sowohl Speicherplatz im Arbeitsspeicher als auch
auf der Festplatte (oder anderen geeigneten Massenspeichern) knapp ist. Im Gegensatz
zu Algorithmus 2 miissen und kénnen die Fortsetzungskosten und optimalen Steuerun-
gen nur fiir die Zustandsknoten gespeichert werden, die sich in [sg, s + T befinden.
Nach jedem Schleifendurchlauf 3, d.h. wenn die optimale Fortsetzung zu xj berech-
net wurde, miissen Fortsetzungskosten und optimale Fortsetzungen geloscht werden. Im
um &5 verschobenen Horizont werden erstmalig die Informationen aus dem Abschnitt
[sk + T, sp+1 + T verarbeitet, die dazu fithren, dass Fortsetzungskosten und optimale
Fortsetzungen aus dem vorherigen Schleifendurchlauf nicht mehr aktuell sind.

Ein weiterer Grund fiir die Implementierung dieses Algorithmus ist die Moglichkeit,
Analysen und Vergleiche mit Algorithmus 2 zu erzeugen, siehe Abschnitt 7.2.

6.2.2 Anpassung

Die Lange T des Pradiktionshorizonts wird dem Algorithmus vorgegeben. Nun wird zu-
néchst auf dem Horizont [sg, so + T'] durch Anwenden von Algorithmus 2 die optimale
Steuerung berechnet. Diese wird allerdings nicht vollstdndig, sondern lediglich ihr ers-
ter Teil u auf das System aufgetragen. Daraus resultiert der Zustand x]. Das néchste
Optimalsteuerungsproblem wird auf dem Horizont [sg + Js, 50 + 0s + 1| = [s1,51 + T
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mit festem Anfangswert x] gelost. Alle Berechnungen, die bei diesem Durchlauf anfallen
und auf dem Intervall [s1, so + 7| auftreten, miissen nicht erneut berechnet werden. Die
Ergebnisse teurer Berechnungen — wie z.B. die der Integration der Differentialgleichung
fir die Geschwindigkeit — kénnen beim ersten Aufruf von Algorithmus 2 abgespeichert
werden.

Durch die Wiederverwendung der Ergebnisse und die lineare Laufzeit der Dynamischen
Programmierung in der Léange des Horizonts, auf dem die Optimalsteuerung berechnet
werden soll, ergibt sich somit auf einem Horizont [a, b] die gleiche Laufzeit, die auch ohne
die Erweiterung Gleitender Horizont entsteht.

6.2.3 Algorithmus
Algorithmus 4. (TruckDP: Erweiterung Gleitender Horizont)

1. Fingabe: Die gleichen Werte wie in Algorithmus 2. Zusdtzlich die Linge T des

Pradiktionshorizonts.
2. Berechne Anzahl der Horizonte | := W + 1.
3. Schleife iber k=0,...,1
a) Rufe Algorithmus 2 fiir den Horizont [sg, s + T] mit Anfangswert x} auf.’®
b) Berechne xj_ | = f(x},uf).
c) k=k+1
4. Fir den Abschnitt [s;, s¢] = [s1, s + T] werden sdmtliche Punkte der auf diesem

Abschnitt optimalen Trajektorie in den Vektor x* tibernommen.

Wenn man also T' = sy — so wéhlt, ist das Ergebnis das gleiche wie das von Algo-
rithmus 2, da keine weiteren Berechnungen als der einmalige Aufruf von Algorithmus 2
erfolgen. Dieses Ergebnis stellt auch das globale Optimum fiir den Horizont [so, sf| dar.
Verkleinert man T fir Algorithmus 4, kann diese globale Optimalitit nicht mehr garan-
tiert werden. Bei sich relativ gering dndernden Streckendaten wie Steigung, Wunsch- und
Maximalgeschwindigkeit ist allerdings mit guten Ergebnissen zu rechnen, da die optima-
len Steuerungen auf den jeweils ersten Abschnitten eines Pradiktionshorizonts mit denen
der globalen Optima weitgehend iibereinstimmen sollten. Treten dagegen Verédnderun-
gen der Strecke — wie eine starke Steigung — auf, die sich (vorerst) nicht innerhalb des
Pradiktionshorizonts befinden, werden diese nicht beriicksichtigt und es ist mit global
gesehenen suboptimalen Steuerungen zu rechnen. Eine genauere Analyse dieses Sachver-
halts erfolgt in Abschnitt 7.2.

18Falls bei so kein Anfangswert gefordert ist, wird das Problem bei k = 0 mit freiem Anfangswert gelost.
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Ergebnisse und Auswertung

Nachdem wir im vorherigen Kapitel die Software TruckDP vorgestellt haben, werden
wir in diesem Kapitel die Ergebnisse prisentieren, die mit diesem Algorithmus berechnet
wurden. Dabei wollen wir zunéchst Optimallosungen vorstellen, bevor wir diese dann in
Relation zu anderen Lésungen betrachten.

Wir haben ein Modell mit 16 Géngen gewéhlt, die in den Plots von 0 bis 15 durch-
nummeriert sind. In allen folgenden Plots der Geschwindigkeit ist die Wunschgeschwin-
digkeit blau gestrichelt, die Maximalgeschwindigkeit griin gestrichelt und die optimale
Geschwindigkeitstrajektorie rot dargestellt.

7.1 Bestimmung globaler Optima

7.1.1 Strecke mit konstanter Maximalgeschwindigkeit

Zuerst wollen wir Ergebnisse vorstellen, die auf einer Strecke fester Lénge berechnet
wurden. In Abbildung 7.1 sind die Ergebnisse einer 100 km langen — und auf echten Daten
einer deutschen Autobahn basierenden — Strecke dargestellt. Wie man am Graphen der
Steigung'® sieht, treten mehrere lange Streckenabschnitte mit grofien Steigungen auf,
bei denen der LKW die Wunschgeschwindigkeit vgesire nicht halten kann.

Davon abgesehen zeichnet sich die Losung vor allem durch wenige Schaltvorginge
aus, lediglich an den eben angesprochenen steilen Anstiegen wird heruntergeschaltet, um
ein moglichst grofles Beschleunigungsmoment zu erreichen und so schnell wie moglich
wieder die Wunschgeschwindigkeit zu erlangen. Zu bemerken ist hier, dass nur selten
im hochsten Gang gefahren wird, was den Treibstoffverbrauch senken wiirde. Dies kann
an den von uns als Standard gewédhlten Zielfunktionsgewichten ag = 0.1, a; = 1.0,
az = 0.01, ag = 0.5 liegen, vergleiche im Gegensatz dazu Abbildung 7.10, bei der a3 =0
gewahlt wurde.

19Man beachte, dass nicht die Hoheninformationen, sondern deren Anderungen — die Steigung — darge-
stellt sind.
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Abbildung 7.1: Ergebnisse auf einer Strecke von 100 km Lénge. Die Rechnung erfolgte
mit s = 50 m, §, = 0.17, dpy = 100 Nm.
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7.1.2 Strecke mit variabler Maximalgeschwindigkeit

In diesem Abschnitt wird eine Strecke gewéhlt, in der Kurven auftreten, deren Kriim-
mungen grof3 genug sind, um die Maximalgeschwindigkeit abschnittsweise — teilweise
stark — herabzusetzen. Das Streckenprofil ist in Abbildung 7.2 zu sehen.

Zwei Phidnomene kénnen auf dieser Strecke sehr deutlich beobachtet werden: Zum
einen wird auf Streckenabschnitten, auf denen Wunsch- und Maximalgeschwindigkeit
konstant sind, aufgrund der Penalisierung des Schaltvorgangs nur sehr selten der Gang
gewechselt. Um die Geschwindigkeit bei sich verdndernder Steigung trotzdem zwischen
Wunsch- und Hochstgeschwindigkeit zu halten, wird stattdessen die Steuerung des Mo-
tor- bzw. Bremsmoments benutzt. Zum anderen ist zu beobachten, dass auf diesen Ab-
schnitten hdufig nur im 14. Gang gefahren wird, anstatt noch weiter hochzuschalten.
Moglicherweise ist das dem Umstand geschuldet, dass nicht konstant ohne mehrfaches
Schalten bei sich &ndernder Steigung im 15. oder 16. Gang gefahren werden koénnte.
Durch einen hoheren Gang wiirde allerdings die Motordrehzahl gesenkt werden, was
wiederum zu einem geringen Treibstoffverbrauch fithren wiirde.

An dieser Stelle ist ein Verhalten zugunsten des Treibstoffverbrauchs durch eine andere
Wahl der Zielfunktionsgewichte a; zu erwarten. Diese Thematik wird in Abschnitt 7.4.4
angesprochen.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir exemplarisch einen Ausschnitt dieser
Strecke fiir die Vergleichsrechnungen verwenden, da sie aufgrund der hoheren Vielfalt
geeigneter scheint, als die in Abschnitt 7.1.1 vorgestellte.

7.2 Vergleich zur Erweiterung Gleitender Horizont

An dieser Stelle wollen wir darauf eingehen, inwiefern sich die Ergebnisse der ,vollstin-
digen“ Dynamischen Programmierung von den Ergebnissen unterscheiden, die durch die
Technik des Gleitenden Horizonts?® berechnet wurden, vgl. Abschnitt 6.2. Mit ,vollstin-
dig” ist an dieser Stelle gemeint, dass das Problem global auf der kompletten Strecke
optimiert wird.

Wir stellen Ergebnisse des Gleitenden Horizonts fiir verschiedene Léngen T des Préi-
diktionshorizonts vor, um die Auswirkung dieser Groéfle besser verstehen zu kénnen.

Fiir die Bewertung der Ergebnisse von Algorithmus 4 gehen wir wie folgt vor: Die Kos-
ten der angewandten Steuerungen — d.h. jeweils der Steuerung, die den Anfang einer fiir
die Lénge des Pradiktionshorizonts optimalen Steuerung darstellt — werden aufsummiert.
Hinzu kommen die Kosten fiir den gesamten letzten Pradiktionshorizont, das Endstiick
der Lange T'.

Allen Berechnungen in diesem Abschnitt haben wir die gleiche Strecke zugrunde gelegt.
Es ist ein Ausschnitt aus der bereits in Abschnitt 7.1.2 betrachteten Strecke. Diese scheint

20Gjehe Kapitel 4.

66



7.2 Vergleich zur Erweiterung Gleitender Horizont

= 8
(@]
Q 4 oy |
) N/ g A
a0 0’“‘“‘\/\‘ A O O W W W O TN TN I\
g \Y \VP‘\WW VAN NV el NN NN W\ \\/‘W
% 4 |V (Tl Y
2 | VY !
g -8 -
& 30 40 50 60 70
Position [km]
1
M [ A
o ] W W
5 | Ve
- |
D)
)
~
£
‘E
i~
b
o]
g
g
Q
)
&)
El
Z,
Q
=]
[¢b]
g
o
=
=) Position [km]
g
= 2000 : ——
E 1600 ' rn’ WV‘ | V’\/\/\] V’\,\, W\NW
§ 1200 [
< 800
g 400
2 30 40 50 60 70
= Position [km]

Abbildung 7.3: Globales Optimum auf einer 40 km langen Vergleichsstrecke. m = 40 t
ds =50 m, 6, = 0.1F, dpy = 100 Nm.
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Abbildung 7.4: Die gleiche Strecke wie in Abbildung 7.3, hier mit einem Prédiktionsho-
rizont von T'= 1000 m. ds; = 50 m, é, = 0.1, dpy = 100 Nm.
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Abbildung 7.5: Die gleiche Strecke wie in Abbildung 7.3, hier mit einem Prédiktionsho-
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Abbildung 7.6: Die gleiche Strecke wie in Abbildung 7.3, hier mit einem Prédiktionsho-

rizont von T' = 600 m. s = 50 m, §, = 0.17, dpy = 100 Nm.
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Abbildung 7.7: Die gleiche Strecke wie in Abbildung 7.3, hier mit einem Prédiktionsho-
rizont von T' = 400 m. 6; = 50 m, §, = 0.17, dpy = 100 Nm.
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Abbildung 7.8: Die gleiche Strecke wie in Abbildung 7.3, hier mit einem Prédiktionsho-
rizont von T' = 200 m. 6; = 50 m, §, = 0.17, dpy = 100 Nm.
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fiir die Analyse geeignet, da man an den Stellen, an denen die Maximalgeschwindigkeit
reduziert ist, beobachten kann, wie vorausschauend eine Steuerung ist.

In Abbildung 7.3 ist das globale Optimum auf dieser Strecke zu sehen. Im Vergleich
dazu sieht man in Abbildung 7.4 die Optimalsteuerung fiir einen gleitenden Pradikti-
onshorizont von 1000 m Lénge.

Uberraschenderweise sieht man fiir 7 = 1000 m nur minimale Unterschiede zur global
optimalen Steuerung iiber die 40 km lange Vergleichsstrecke. Dementsprechend weicht
der Zielfunktionswert auch nur um weniger als 0.1 % vom Optimum ab.

Auch bei einer Verkiirzung des Pradiktionshorizonts auf 7" = 800 m ist das Ergebnis
von Algorithmus 4 im Vergleich zur global optimalen Losung befriedigend. Der Zielfunk-
tionswert wéchst um weniger als 1 % gegeniiber dem globalen Optimum und es sind
keine signifikanten Unterschiede in der Steuerung zu den vorher diskutierten Optimal-
steuerungen zu sehen.

Wenn man die Optimallésung auf der gleichen Strecke mit einem Prédiktionshorizont
von lediglich 400 Metern Lénge berechnet, ergeben sich dagegen schon sichtbare Ver-
anderungen, siehe Abbildung 7.7. So treten wesentlich 6fter Schaltvorgénge auf, die zu
vermeiden gewesen wéren, wenn ein grofieres Stiick der Strecke bekannt gewesen wére.
Als Beispiel kann man den relativ ,,geméfigten® Abschnitt ab Kilometer 52 heranziehen.
Schon in der Rechnung mit 7" = 1000 ist hier kein Schaltvorgang mehr erforderlich, da
rechtzeitig vor den leichten Steigungen auf die zulédssige Hochstgeschwindigkeit beschleu-
nigt wird. Bei T' = 400 wird kurzfristig in den hochsten modellierten Gang geschaltet,
da die Strecke der néchsten 400 Meter vollstindig aus Gefélle besteht und keine Not-
wendigkeit erkannt wird, spater wieder herunterschalten zu miissen.

Noch deutlicher erkennbar sind die gerade beschriebenen Effekte bei einer weiteren
Reduzierung von T auf 200 m. Wenn man den Plot der gewéahlten Génge betrachtet,
sieht man nun eine weiter gesteigerte Anzahl an Schaltvorgéingen, die durch ldngere
Pradiktionshorizonte vermieden werden konnte. Mit 200 m Lénge ist der Pradiktionsho-
rizont so kurz, dass auf dieser Strecke auf dem ruhigeren Abschnitt ab Streckenkilometer
52 trotz haufigeren Schaltens die Wunschgeschwindigkeit mehrfach unterschritten wird.
Allein die Kombination dieser beiden Phénomene fithrt schon zu einer erheblichen Erho-
hung des Zielfunktionswerts. Man kann auch sehen, dass die Kurve der Momente héhere
Ausschldge in beiden Richtungen zeigt, was fiir 7' = 400 m noch nicht so stark zu be-
obachten war. Auch dieses Verhalten ist unerwiinscht und wird in der Zielfunktion iiber
die Anderung der Momente bestraft. All diese Effekte schlagen sich am Ende dann auch
im Zielfunktionswert nieder. Dieser liegt mit 3560.873419 fast doppelt so hoch wie das
maximal zu erreichende globale Optimum. Das Ergebnis ist daher v6llig unbrauchbar.

Eine Besonderheit, die bei den Pradiktionsldngen 200 m und 400 m auftritt, ist das
,Verpassen* des Wiederanstiegs der Wunschgeschwindigkeit nach starkem Abfall kurz
nach Streckenkilometer 50. Bei den genannten Steuerungen bleibt die tatséchliche Ge-
schwindigkeit konstant unterhalb der Wunschgeschwindigkeit, weil der Pradiktionshori-
zont zu kurz ist, um erkennen zu kénnen, dass der Anstieg noch weiter anhélt.
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Lénge des Pradiktionshorizonts [m| Zielfunktionswert Abbildung

40000 (global) 1892.324674 7.3
1000 1893.793579 7.4
800 1905.680392 7.5
600 1996.831971 7.6
400 2126.637915 7.7
200 3560.873419 7.8

Tabelle 7.1: Ubersicht der Zielfunktionswerte fiir verschiedene Léingen T des Pradikti-
onshorizonts im Vergleich zum globalen Optimum.

Abschlieflend bleibt festzuhalten, dass — wie zu erwarten war — die Ergebnisse auf die
ganze Strecke gesehen mit abnehmender Léange des Prédiktionshorizonts immer schlech-
ter werden. Allerdings ist doch interessant zu sehen, dass ein Horizont von 1000 m Lénge
bei der von uns gewéhlten Strecke ausreicht, um dem globalen Optimum auf 0.1 % nahe
zu kommen. Erstaunlich ist weiterhin, dass auch fiir 800 m und 600 m Steuerungen be-
rechnet wurden, deren Zielfunktionswert in vertretbarer Entfernung zum Optimum liegt,
die Qualtét der Losung mit weiterer Reduzierung aber dann rasant abnimmt.

In Tabelle 7.1 ist eine Ubersicht iiber die Giite der jeweiligen Minima zu finden.

7.3 Vergleich zwischen Dynamischer Programmierung und
einer direkten Methode

In diesem Abschnitt wollen wir die Ergebnisse der unterschiedlichen in Kapitel 2 ange-
sprochenen Algorithmen vergleichen. Wir haben uns fiir eine gemeinsame Strecke ent-
schieden, die mehrere Stellen aufweist, an denen aufgrund der Kriimmung der Strecke
sehr langsam gefahren werden muss, um auch das Beschleunigungsverhalten zu untersu-
chen.

Beide Algorithmen verwenden fiir die Berechnung der Optimalsteuerung einen Gleiten-
den Horizont von 1000 m Lange. Dieser Horizont wird fiir das Direkte Mehrzielverfahren
in 20 Abschnitte & 50 m unterteilt. Ist eine optimale Losung fiir den Horizont gefunden,
wird dieser um 10 m verschoben, um neu zu iterieren.

Auch bei der Dynamischen Programmierung wird der Pradiktionshorizont in 20 Ab-
schnitte zu jeweils 50 m unterteilt, allerdings wird hier der Horizont um die Diskreti-
sierungsldnge d; = 50 m verschoben, wenn das Optimum auf dem Horizont gefunden
worden ist, damit moglichst viele Daten aus der vergangenen Iteration auf das neue
Gitter iibertragen werden kénnen.

Die Zielfunktion bestraft in diesem Vergleichsszenario einerseits den Treibstoffver-
brauch und andererseits die quadratische Abweichung von der Wunschgeschwindigkeit —
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im Gegensatz zur bisher formulierten Zielfunktion allerdings sowohl zu niedrige als auch
zu hohe Geschwindigkeiten.

Die direkte Methode benutzt die in Abschnitt 3.3 vorgestellte Konvezifizierung, um
die im Gang relaxierten Probleme zu lésen. Das in Abbildung 7.9 visualisierte Ergebnis
stellt die Losung dar, in der die Génge noch ungerundet vorliegen. Um eine ganzzahlige
Loésung zu erhalten, miisste noch eine geeignete Rundungsstrategie?’ auf das Ergebnis
angewandt werden. Allerdings ist zu erkennen, dass durch die Konvexifizierung an vielen
Stellen der gewihlte Gang bereits ganzzahlig ist.

Betrachtet man den Plot der Génge genauer, sieht man, dass an einigen Stellen sehr
oft abwechselnd zwischen zwei Géngen geschaltet wird. Dies wird dadurch begiinstigt,
dass wir uns dazu entschieden haben, in diesem Vergleich die Anzahl der Schaltvorgéinge
nicht zu limitieren oder zu bestrafen. Bei Verwendung einer direkten Methode bestédnde
fiir die einfache Bestrafung von Schaltvorgingen das Problem, dass diese Zielfunktion
nicht differenzierbar ist. Das Problem besteht fur die Dynamische Programmierung zwar
nicht, aber damit die Ergebnisse vergleichbar bleiben, haben wir von einem Strafterm
bei der Dynamischen Programmierung ebenfalls abgesehen.

Abbildung 7.10 zeigt das Ergebnis der Dynamischen Programmierung. Analysiert man
den Verlauf der gewdhlten Génge, fallt auf, dass hier seltener geschaltet wird, obwohl
wir — wie soeben erwdhnt — dieses Verhalten nicht explizit iiber die Zielfunktion oder die
Nebenbedingungen gefordert haben. Dies kann einerseits an der hoheren Auflésung der
Daten der direkten Methode liegen,?? hat sicherlich aber auch algorithmische Griinde,
da die Losung in Abbildung 7.10 zwischen Kilometer 26 und 30 nur noch ein mal kurz
in einen tieferen Gang wechselt, wihrend beim Ergebnis der direkten Methode auch auf
diesem Streckenabschnitt sehr haufig der Gang gewechselt wird.

Insgesamt féllt auf, dass beim Ergebnis der direkten Methode die Kurve des Gangs
hauptséichlich aus zwei Mustern besteht. Zum einen sind das Streckenabschnitte, auf
denen der Gang konstant gehalten wird — wie etwa ab Kilometer 35 — und zum ande-
ren gibt es Abschnitte, bei denen der Gang sehr schnell und wild gewechselt wird. Nur
sehr vereinzelt treten Phasen auf, in denen klar strukturierte Gangwechsel erfolgen. Die
Abschnitte der héufigen Gangwechsel sind in der Regel diejenigen, auf denen sich die
Fahrzeugdynamik — aufgrund von teilweise starken Anderungen der Maximalgeschwin-
digkeit — &ndern muss. Dies sind auch die Stellen, an denen vermehrt nichtganzzahlige
Génge als optimal angesehen werden.

Eine Gemeinsamkeit beider Algorithmen in Bezug auf die Gangwahl stellt die nur
sehr seltene Nutzung des Gangs 15 dar.2? Von beiden Algorithmen werden die Génge 14
und 16 héiufig gewéhlt und es wird auch oft zwischen diesen gewechselt, allerdings fast
immer ohne durch Gang 15 zu schalten. Diese bemerkenswerte Tatsache ist wohl auf die

21Giche Abschnitt 3.4.2.
22Bej der direkten Methode liegen die Daten alle 10 m anstatt nur alle 50 m vor.
23In den Plots ist dieser Gang mit 14 nummeriert.
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Verhéltnisse der Konstanten it(y) (Ubersetzungsverhiltnis) und nr(y) (Wirkungsgrad)
im gemeinsamen Modell zuriickzufithren.?* Dabei stellt sich die Frage, ob das Modell
lediglich ungenau ist, oder ob es wirklich selten sinnvoll ist, diesen Gang zu wéhlen.

Die Geschwindigkeitstrajektorien beider Ergebnisse dhneln sich aufgrund der in der
Zielfunktion verankerten Bestrafung der Abweichung von der Wunschgeschwindigkeit
sehr und verlaufen in den meisten Streckenabschnitten sehr nah an der Wunschgeschwin-
digkeit. Allerdings zeigen beide Ergebnisse auch ein leichtes Schwanken sowohl ober- als
auch unterhalb der Wunschgeschwindigkeit auf.

Erwédhnenswert ist allerdings die Stelle kurz vor Kilometer 7, an der sowohl eine star-
ke Steigung von kurzzeitig bis zu 6 % vorliegt, als auch die Maximalgeschwindigkeit
zeitweise auf 11 7 herabgesetzt wird. Auf diesem speziellen Streckenabschnitt gelingt
es der direkten Methode nicht ganz so gut wie der Dynamischen Programmierung, so
zu steuern, dass Maximal- und Wunschgeschwindigkeit beachtet werden. Stattdessen
fallt die Geschwindigkeit etwas starker als bei der Dynamischen Programmierung bis
auf unter 9 T ab, was nicht sinnvoll erscheint, da der LKW danach wieder auf normale
Geschwindigkeiten iiberhalb von 20 T beschleunigt werden muss.

Aufgrund der niedrigeren Geschwindigkeit im Gegensatz zum Ergebnis der Dynami-
schen Programmierung wird an dieser Stelle zwangsldufig auch bis in Gang 9 herunter-
geschaltet, wahrend Gang 11 laut Dynamischer Programmierung ausreichen wiirde, um
den LKW diese Passage durchfahren zu lassen.

Bei den vier dhnlichen Abschnitten dieser Strecke, in denen die Geschwindigkeit auf-
grund der niedrigen Maximalgeschwindigkeit ebenfalls reduziert werden muss, generieren
beide Algorithmen dagegen dhnliche Ergebnisse.

Eine nicht ganz selbstverstidndliche Gemeinsamkeit, die beide Ergebnisse innehaben
und die oben schon kurz angesprochen wurde, ist die Tatsache, dass die Geschwindig-
keitstrajektorien zeitweise oberhalb der Wunschgeschwindigkeit liegen. Aufgrund der hier
verwendeten Wahl der Zielfunktion, die dieses Verhalten durch die quadratische Abwei-
chung direkt und durch den Treibstoffverbrauch indirekt bestraft, ist dies auf den ersten
Blick erstaunlich. Untersucht man dieses Verhalten aber genauer, kann man feststellen,
dass dies hdufig vor oder zu Beginn von steilen Anstiegen auftritt, wie es etwa fiir die
Ergebnisse beider Algorithmen bei Kilometer 8 und 23 zu erkennen ist. Hier ist es —
beziiglich der hier verwendeten Zielfunktion — giinstiger, die Geschwindigkeit kurzfristig
zu iiberschreiten und danach leicht zu unterschreiten, als die Geschwindigkeit so lange
wie moglich zu halten, um dann eine starke Abweichung nach unten in Kauf nehmen zu
missen.

Vergleicht man die Kurven der Momente, findet man eine Erklarung fiir den — trotz
der geringeren ortlichen Auflésung — glatten Verlauf der Geschwindigkeit beim Ergebnis
der Dynamischen Programmierung. Da Anderungen der Momente nicht bestraft werden,
kann hier beliebig gesteuert werden, was im Fall der Dynamischen Programmierung auch

24Welchen Einfluss diese GréBen in dem von uns gewéhlten Modell haben, ist in Kapitel 5 nachzulesen.
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starker ausgenutzt wird. Die Momente folgen einem sehr zackigen Verlauf, der fast zu
jedem neuen Diskretisierungspunkt einen neuen Wert annimmt. Durch diese sehr feine
Steuerung gelingt es, die Geschwindigkeit nah an der Wunschgeschwindigkeit zu halten.
Durch die sehr schnell reagierende Steuerung der Momente wird hier ebenfalls ermé&glicht,
dass auf dem Streckenabschnitt ab Kilometer 35 nicht mehr gebremst werden muss.

Es bleibt festzuhalten, dass die hier verwendete direkte Methode — die im Gegensatz
zur Dynamischen Programmierung echtzeitfdhig ist — auf weiten Teilen der Strecke ver-
gleichbare Ergebnisse liefert, es aber einzelne Abschnitte gibt, in denen sich — so scheint
es — das erreichte lokale Optimum auf dem Pradiktionshorizont leicht vom globalen Op-
timum unterscheidet. An diesen Stellen liefert die Dynamische Programmierung eine
qualitativ bessere Losung.

Beim Vergleich der beiden Ergebnisse sollte weiterhin nicht vergessen werden, dass das
Ergebnis der direkten Methode hier noch nicht gerundet ist und daher die Moglichkeit
nutzt — den ganzzahligen Géngen an diesen Stellen offensichtlich iiberlegene — nicht-
ganzzahlige Génge einzulegen.

Das Ergebnis der Dynamischen Programmierung lag nach 40 Minuten vor, wiahrend
die direkte Methode lediglich 50 Sekunden brauchte, um ihr Ergebnis zu liefern. Beide
Rechnungen fanden auf vergleichbaren Rechnerarchitekturen statt.

7.4 Sensitivitatsanalyse

Wie sehr das Ergebnis der Dynamischen Programmierung von verschiedenen Eingangs-
groflen abhingt, werden wir in diesem Abschnitt untersuchen. Zu den zu analysierenden
Groflen gehoren einerseits Modellparameter wie die Masse des LKW und Gegenwind,
andererseits aber auch algorithmische Einstellungsparameter wie die Gewichtung der
einzelnen Kriterien in der Zielfunktion und die Feinheit der Diskretisierungen der Stre-
cke, Zusténde und Steuerungen.

7.4.1 Masse

Anhand von Berechnungen optimaler Steuerungen auf einer Vergleichsstrecke, bei denen
jeweils nur die Masse des Fahrzeugs im Modell verschieden gewéhlt wurde, wollen wir
den Einfluss dieser Grofle auf die Fahrweise untersuchen. Wir haben die Berechnung mit
m € {30, 35,40,42,45} t durchgefiihrt. Zu sehen sind die Ergebnisse in den Abbildungen
7.11 bis 7.14. Als Referenzlosung, die mit 40 t Gesamtgewicht gerechnet wurde, dient
Abbildung 7.3.

Als Ergebnis der Untersuchung der Massenabhéngigkeit ist festzuhalten, dass die Ge-
schwindigkeitstrajektorien sich nicht signifikant von einander unterscheiden. Erst bei
groflen Masseunterschieden — 30 t zu 45 t — sind kleine Nichtiibereinstimmungen zu
sehen. So erreicht bei einer Masse von 45 t ungefdhr bei Streckenkilometer 38 die Ge-
schwindigkeit nicht direkt die Wunschgeschwindigkeit, so wie es beim leichteren LKW
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Abbildung 7.14: Optimalsteuerung bei einer Fahrzeugmasse von 45 t. §; = 50 m, &,
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Masse [t] Zielfunktionswert Abbildung

30 1076.200908 7.11
35 1431.372252 7.12
40 1892.324674 7.3

42 2148.214550 7.13
45 2427.136142 7.14

Tabelle 7.2: Ubersicht der Zielfunktionswerte fiir verschiedene Massen.

der Fall ist, sondern bleibt fiir eine Strecke von ungefdhr einem Kilometer Linge darun-
ter, obwohl in den 12. Gang heruntergeschaltet und dort mit hoher Drehzahl gefahren
wird.

Ein dhnliches Phéanomen ist zwischen Kilometer 49 und 50 zu entdecken. Auch hier
bleibt die Losungstrajektorie — zum Teil deutlich — unterhalb der Wunschgeschwindigkeit.
Hier scheint der Treibstoffverbrauch zum Erreichen der Wunschgeschwindigkeit héher zu
sein als die Penalisierung der Unterschreitung eben dieser Geschwindigkeit. Zuséatzlich
spielt an dieser Stelle sicherlich eine Rolle, dass die Maximalgeschwindigkeit kurz danach
sehr stark abfallt und der 45 t schwere LKW stark gebremst werden muss. In der schwe-
reren Variante muss mit einem Bremsmoment von iiber 3000 Nm gesteuert werden, um
die Geschwindigkeit zu drosseln. Beim leichterem LKW fillt die Anderung der Momente
nicht so stark aus, da es schlicht nicht so viel Bremskraft erfordert, eine geringere Masse
zu bremsen.

Auf dem Abschnitt zwischen Kilometer 40 und 44 liegt beim 45 t schweren LKW durch-
gangig ein hoheres Motormoment vor als beim wesentlich leichter beladenen Vergleichs-
LKW mit 30 t Gewicht, was dann auch zu einem erhohten Treibstoffverbrauch fiithrt.

Trotz der Ahnlichkeiten der optimalen Trajektorien unterscheiden sich die Zielfunkti-
onswerte aufgrund der verédnderten Fahrzeugdynamik teilweise stark.

Ein Vergleich der Zielfunktionswerte der Optimalsteuerungen fiir verschiedene Massen
ist in Tabelle 7.2 zu finden.

7.4.2 Wind

In diesem Abschnitt beschreiben wir den Einfluss von Gegenwind auf die Ergebnisse der
Dynamischen Programmierung.

Um den Gegenwind zu modellieren, greifen wir auf die Gleichung fiir den Strémungs-
widerstand (5.5) aus Kapitel 5 zuriick, welche wir hier kurz wiederholen wollen:

1
Mair(s) = 5 cw A Pair 'UQ(S)- (71)
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Gegenwind [kTm} Zielfunktionswert ~Abbildung
0 1892.324674 7.3

10 1933.465501 7.15

30 2036.969712 7.16

50 2129.963699 7.17

80 2358.359558 7.18

Tabelle 7.3: Ubersicht der Zielfunktionswerte fiir verschieden starken Gegenwind.

Diese dndern wir zu 1

Mair(8) == 5w A pair (V4 Vying)%(s) (7.2)
und halten vyinq iiber die gesamte Strecke konstant. Durch die von uns gewéhlte Art der
Modifizierung von (7.1) beschréanken wir uns auf die Annahme, dass der Wind durchge-
hend frontal auf die Frontfliche des LKW trifft.

Der erhohte Stromungswiderstand fithrt dazu, dass bei unverdnderter Steuerung die
Beschleunigung verringert wird. Daher sind auch die in den Abbildungen 7.15 bis 7.18
zu sehenden Effekte leicht nachzuvollziehen.

Mit steigenden Windgeschwindigkeiten hebt sich auch iiber die gesamte Strecke durch-
gehend das Grundniveau der Momente, um dem steigenden Widerstand entgegenzusteu-
ern. Bei Streckenabschnitten, an denen bereits das drehzahlabhéngige Maximum des Mo-
tormoments abgerufen wird, fithrt der Gegenwind zwangsléufig dazu, dass die Wunschge-
schwindigkeit unterschritten wird, da die fir die Aufrechterhaltung der Geschwindigkeit
notige Beschleunigung des LKW nicht realisiert werden kann. Dieses Phédnomen wird
natiirlich besonders an den Stellen deutlich, an denen eine Steigung zu bewiéltigen ist.

Interessanterweise sind bei starkem Gegenwind auch zunehmend mehr Schaltvorgéinge
zu beobachten. Allerdings wird hier nicht — wie man vielleicht erwarten wiirde — gegen-
iiber der Referenzlosung ohne Windeinfluss heruntergeschaltet. Es sind vielmehr einige
Phasen zu erkennen, in denen zeitweise in einen héheren Gang gewechselt wird. Ver-
mutlich ist das dem Umstand geschuldet, dass der Treibstoffverbrauch durch das héhere
Motormoment gegeniiber den anderen Komponenten der Zielfunktion an Bedeutung ge-
winnt. Durch das Schalten in einen héheren Gang wird die Drehzahl reduziert, was zur
Folge hat, dass der Treibstoffverbrauch gesenkt wird.?

ZDer Treibstoffverbrauch steigt sowohl mit dem Motormoment als auch mit der Motordrehzahl, siche
Abbildung 5.2.
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Abbildung 7.15: Optimalsteuerung bei 10 kTm Gegenwind. d; = 50 m, §, = 0.17, 6y =
100 Nm.
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100 Nm.
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7.4.3 Einfluss der Diskretisierungparameter

Nun wollen wir untersuchen, welchen Einfluss die Verdnderung der Diskretisierungsgro-
Ben d,, 637 und J, auf die Beschaffenheit der Losung hat. Aus der Theorie?® wissen wir
bereits, dass die Laufzeit linear mit der Anzahl der Diskretisierungspunkte wéchst und
es daher den Konflikt zwischen langer Laufzeit und guter Approximation der eigentlich
reellwertigen Grofle gibt.

Diskretisierung des Ortes

Die Wahl von 5 zur Diskretisierung des Ortes beeinflusst mehrere Faktoren. Zum einen
werden in unserer Implementierung der Dynamischen Programmierung die Streckenda-
ten lediglich an diesen Stellen ausgewertet. Bei zu grober Diskretisierung kann es also
vorkommen, dass kritische Stellen des Streckenprofils ,iibersehen* werden, da sie zwi-
schen zwei Abtastpunkten liegen.

Zum anderen wird die Information der Steigung, die am Gitterpunkt 7; ausgewer-
tet wird, als konstant fiir das folgende Diskretisierungsintervall angenommen. Bei der
Losung der Differentialgleichung zur Bestimmung der neuen Geschwindigkeit wird dem
numerischen Integrator dieser Wert iibergeben und die gesamte Integration iiber die
Strecke von J; Metern bis zum néchsten Diskretisierungspunkt 7;41 wird mit diesem
konstanten Wert durchgefiihrt.

Weiterhin ist an die ortliche Diskretisierung auch die Frequenz gekniipft, mit der die
Steuerung geéndert werden kann. Bei feiner Diskretisierung ist es also moglich, héufiger
kleine Anderungen der Steuerungen vorzunehmen.

Neben unserer Standardortsdiskretisierung von s = 50 m findet man in den Abbildun-
gen 7.19 und 7.20 Rechnungen fiir 25 bzw. 100 m Abstand zwischen zwei Gitterpunkten.

Beim Vergleich von §; = 25 m und §; = 50 m féllt auf den ersten Blick auf, dass in der
feiner diskretisierten Optimalsteuerung auch von der Moglichkeit, hdufiger schalten zu
koénnen, Gebrauch gemacht wird. Dadurch gelingt es der feineren Steuerung auch bes-
ser, die Wunschgeschwindigkeiten zu halten und insgesamt auch den Zielfunktionswert
deutlich auf 1651.016443 zu senken.

Erhoht man 5 auf 100 m, ergeben sich &hnlich Effekte wie bei der in Abschnitt 7.2
untersuchten Verkiirzung des Pradiktionshorizonts. Kurz nach Streckenkilometer 50, wo
Wunsch- und Maximalgeschwindigkeit erst stark fallen und dann schnell wieder stei-
gen, ist die zu grobe Diskretisierung wahrnehmbar. Es wird der Tiefpunkt dieser beiden
Geschwindigkeitsvorgaben ,verpasst“, da in diesem Szenario nur noch alle 100 m die
Steuerung gedndert werden kann. So ist die gefahrene Geschwindigkeit fast den ganzen
Abstieg und den ganzen Wiederanstieg deutlich niedriger als die Wunschgeschwindigkeit.

Auch ist es der Optimalsteuerung in diesem Fall nicht méglich, auf Streckenabschnit-
ten konstanter Wunsch- und Maximalgeschwindigkeit — so z.B. Streckenkilometer 38 bis

26Sjehe Abschnitt 2.3.5.
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ds [m]  Zielfunktionswert Abbildung

25 1651.016443 7.19
50 1892.324674 7.3
100 2393.693134 7.20

Tabelle 7.4: Ubersicht der Zielfunktionswerte fiir verschiedene Ortsdiskretisierungen.

dy []  Zielfunktionswert Abbildung

S

0.05 1884.884133 7.21
0.1 1892.324674 7.3
0.5 1879.491795 7.22

Tabelle 7.5: Ubersicht der Zielfunktionswerte fiir verschiedene Diskretisierungen der
Geschwindigkeit.

46 — die Geschwindigkeit im Bereich zwischen diesen beiden Geschwindigkeitsvorgaben
zu halten. Immer wieder fallt die Geschwindigkeit — eigentlich ohne erkennbare Notwen-
digkeit — unter die Wunschgeschwindigkeit?” und erhoht so den Zielfunktionswert, siche
Tabelle 7.4.

Man sieht also deutlich, dass durch eine zu grobe Diskretisierung des Ortes Probleme
entstehen, die vermeidbar sind. Auflerdem kénnen fiir diese Probleme sowohl die zu grobe
Ortsdiskretisierung als auch eine Verkiirzung des Pradiktionshorizonts verantwortlich
gemacht werden, was zu Fehlinterpretationen der Ursache fithren kann.

Diskretisierung der Geschwindigkeit

Die nachste Grofle, die fiir die Dynamische Programmierung diskretisiert werden muss,
ist die Geschwindigkeit, die gleichzeitig eine der beiden zu diskretisierenden Zusténde in
unserem Modell darstellt.

Die Effekte, die bei der Wahl von 4, Beachtung finden sollten, sind weniger solche, die
sich an der Zielfunktion messen lassen kénnen (Tabelle 7.5), sondern eher von der Art,
dass sie qualitative Aspekte beeinflussen.

Ein naheliegender, aber nicht zu vergessender Aspekt ist, dass durch eine grobe Dis-
kretisierung der Geschwindigkeit die Grenzen der Maximal- und Wunschgeschwindigkeit
praktisch verschoben werden. So wird eine Grenze, die reellwertig bei einem beispielhaf-
ten Wert von 22.8 7 liegt, bei einer Diskretisierung von d, = 0.5 auf den néchstklei-
neren Wert des Diskretisierungsgitters — etwa 22.5 7 — verschoben®.

2TIm Gegensatz zur Wunschgeschwindigkeit ist die Maximalgeschwindigkeit eine harte Grenze, die nicht —
auch nicht temporar — tiberschritten werden darf, sieche Kapitel 5.
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dpr [Nm]  Zielfunktionswert  Abbildung

20 1714.441152 7.23
50 1761.951097 7.24
100 1892.324674 7.3

150 2015.031832 7.25
200 2154.796518 7.26

Tabelle 7.6: Ubersicht der Zielfunktionswerte fiir verschiedene Diskretisierungen der
Momente.

Ein weiterer Gesichtspunkt, den man bei der Diskretisierung der Geschwindigkeit be-
denken sollte, ist die Ubergangsfunktion zx,1 = f(xk, us) fiir die Geschwindigkeit. Wie
bereits in Kapitel 6 erwéhnt, wird das Ergebnis von f durch numerische Integration der
Geschwindigkeitsdifferentialgleichung bestimmt. Anschliefend muss das Ergebnis noch
auf einen Gitterpunkt der Geschwindigkeitsdiskretisierung gerundet werden, damit bei-
spielsweise Fortsetzungskosten fiir vy, 1 nachgeschlagen werden kénnen. Das Ergebnis des
Rundens kann hierbei im schlimmsten Fall %51) vom Ergebnis der Integration entfernt
liegen.

Hier entsteht also ein Diskretisierungsfehler, der die Dynamik des Modells verdndert.
Dies kann beispielsweise zu einer verfalschten Steuerung w fithren, wenn das Ergebnis der
Integration — bei Geschwindigkeit v startend — mit dieser Steuerung v — %51, +e€ €e>0
ist. In diesem Fall wird das Ergebnis auf v aufgerundet, die Geschwindigkeit kann also
gehalten werden. Dabei ist das Motormoment u*, das eigentlich ben6tigt wird, um die
Geschwindigkeit zu halten, in Wirklichkeit grofer. Da das kleinere Moment einen ge-
ringeren Treibstoffverbrauch verursacht, wird dieses aber gegeniiber dem richtigen Wert
bevorzugt. Da bei Steuerung mit u* ebenfalls die Geschwindigkeit v gehalten wird, sieht
man an diesem Beispiel, dass es passieren kann, dass verschiedene Steuerungen zum
gleichen neuen Zustand fithren kénnen. Es sollte durch geeignete Wahl von 4, versucht
werden, die Auswirkungen dieses Effekts moglichst gering zu halten.

Ein wesentlicher Unterschied der Geschwindigkeitstrajektorien zwischen den Optimal-
steuerungen fiir verschiedene Werte fiir d,, ist nicht zu erkennen. Allerdings ist das eben
beschriebene Phanomen der bei groberen Geschwindigkeitsdiskretisierungen verfélsch-
ten Momente bei 6, = 0.5% zu beobachten. Gerade auf dem Teilstiick nach Kilometer
50 bleibt die Geschwindigkeit nahezu konstant, obwohl im Vergleich zu den anderen
Optimalsteuerungen mit einem niedrigeren Motormoment gesteuert wird.

Diskretisierung der Momente

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die Diskretisierung der eigentlich kontinuierlichen
Steuerung der Momente untersuchen. In den Abbildungen 7.23 bis 7.26 sind Plots der
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FErgebnisse mit verschiedenen Diskretisierungsgrofien dargestellt. Zusétzlich dient — wie
in den vorherigen Abschnitten bereits mehrfach erwidhnt — Abbildung 7.3 als Referenz-
16sung mit der Diskretisierung d3; = 100 Nm.

Betrachtet man die Ergebnisse, so ergeben sich auf den ersten Blick keine groflen Un-
terschiede im Verlauf der Losungstrajektorien. Selbst bei Vergleich der hier verwendeten
Extrema 3 = 20 Nm und d3; = 200 Nm sind nur marginale Nichtiibereinstimmungen
zu erkennen. Allerdings ist die Kurve der Momente fiir eine Diskretisierung von 20 Nm
auf der ganzen Lange der Strecke etwas glatter, was aber selbstverstandlich sein sollte.
Die Charakteristiken der Momentenverlaufe sind dagegen die gleichen. Zum Beispiel ist
ein rascher Wechsel von hohem Motormoment zu hohem Bremsmoment bei Streckenki-
lometer 50 unabhéngig von der Feinheit der Diskretisierung zu erkennen.

Allerdings ist mit zunehmend groberer Diskretisierung ein Anwachsen der Zielfunkti-
on zu beobachten, welches aber nicht so stark ausféllt, wie bei den vorherigen Abhén-
gigkeitsuntersuchungen anderer Groflen. So ist bei einem fiinf mal so feinen Gitter —
gegeniiber dem in dieser Arbeit als Standard benutzten Wert von d;; = 100 Nm — ein
um etwa 10 % kleinerer Zielfunktionswert festzustellen. Die Verringerung des Wertes
ist dabei in erster Linie nicht auf eine verbesserte Geschwindigkeitstrajektorie oder die
Einsparung von Gangwechseln sondern auf den glatteren Verlauf der Momente selbst
zuriickzufiihren. Da die Anderung der Momente quadratisch bestraft wird, ist es durch
die feinere Diskretisierung moglich, eine Anderung, die im 100 Nm-Gitter durchgefiihrt
wurde, in mehrere kleinere Anderungen zu splitten und dadurch den Zielfunktioswert zu
verkleinern. Verdeutlicht werden kann dies an der einfachen Ungleichung

(AM)? > n(%AMF - %(AM)Q, Wn € . (7.3)
AM ist hier eine Anderung der Momente, die bei feinerer Diskretisierung in n Teilande-
rungen a %AM aufgeteilt wird.

Insgesamt kann also behauptet werden, dass die Feinheit der Diskretisierung der Mo-
mente einen eher kleinen Beitrag zur Verbesserung der Losung leistet, wenn man davon
absieht, dass feinere Anderungen in unserer Formulierung der Zielfunktion eigentlich
bevorzugt werden.

7.4.4 Gewichtung der Zielfunktion

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir Losungen des Optimalsteuerungsproblems
vorstellen, bei denen die Gewichte der Zielfunktionskomponenten variiert wurden, um
ein anderes Verhalten des LKW zu erzeugen. Bei allen hier durchgefithrten Rechnun-
gen haben wir die Dynamische Programmierung mit den Diskretisierungen ds = 50 m,
Oy = 0.1%7 dpr = 100 Nm benutzt. Wir werden hier die Beobachtungen erldutern, die
qualitativ gemacht werden kénnen. Eine Berechnung der Pareto-Mengen sollte in zu-
kiinftigen Arbeiten systematisch untersucht werden.
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Gewicht Zielfunktionskomponente

ag Jo: Treibstoffverbrauch

ay J1: Unterschreitung der Wunschgeschwindigkeit
as Jo: Anderung der Momente

as J3: Anzahl Schaltvorgénge

Tabelle 7.7: Zugehorigkeit der Gewichte a;

Die vier verstellbaren Gewichte a;, ¢ € {0,1,2, 3} steuern den Einfluss, den die jewei-
lige Komponente auf die Gesamt-Zielfunktion hat, siehe Tabelle 7.7.

Da bei der in dieser Arbeit als Standard angenommenen Gewichtung ag = 0.1, a1 =
1.0, ag = 0.01, a3 = 0.5 die Wunschgeschwindigkeit nur sehr selten unterschritten wird?®,
haben wir hier alternativ exemplarisch zwei Rechnungen mit Gewichtungen durchge-
fithrt, die andere Zielfunktionskomponenten iiber die Einhaltung der Wunschgeschwin-
digkeit stellen.

In Abbildung 7.27 ist das Ergebnis einer Rechnung zu sehen, bei dem die Gewichte
fiir den Treibstoffverbrauch (vorher 0.1) und die Einhaltung der Wunschgeschwindig-
keit (vorher 1.0) vertauscht wurden. Die Gewichtung lautet also: ag = 1.0, a1 = 0.1,
az = 0.01, a3 = 0.5. Somit kommt dem Treibstoffverbrauch hier im Gegensatz zur
Wunschgeschwindigkeit nun wesentlich mehr Bedeutung zu. Die anderen beiden Ge-
wichte wurden nicht verdndert.

Das gewtinschte Verhalten ist auch in den Plots zu erkennen. Wenn man den Plot der
Geschwindigkeit betrachtet, sieht man deutlich, dass die Minimalgeschwindigkeit nicht
so streng wie vorher eingehalten wird. Typisch ist eine nennenswerte Stelle kurz vor
Kilometer 50: Zwischen zwei Stellen, an denen die Maximalgeschwindigkeit aufgrund
von Kurven stark beschrankt ist, existiert eine ungefdhr einen Kilometer lange Strecke,
auf der schnell gefahren werden kann. Im Gegensatz zu Losung 7.3, in der zumindest
durch starke Beschleunigung gefolgt von starkem Bremsen (Bremsmoment 3000 Nm) der
Versuch deutlich wird, auch in diesem Abschnitt durchgéngig die Wunschgeschwindigkeit
zu halten, verzichtet die alternativ gewichtete Losung auf zu starke Beschleunigung. In
Letzterer wird eine Geschwindigkeitstrajektorie gewéhlt, die die Wunschgeschwindigkeit
deutlicher unterschreitet, starkes Bremsen und somit auch die unnotige Umwandlung
von Treibstoff in Wéarme allerdings vermeidet. Eine dhnliche Situation ergibt sich auch
bei Kilometer 33 bis 37.

Als weitere Alternative haben wir eine Rechnung mit den Gewichten ag = 0.1, a1 =
1.0, ag = 1.0, az = 0.5 durchgefiihrt. Das Gewicht fiir die Bestrafung der Momentédnde-
rungen wurde also sehr stark um den Faktor 100 angehoben. Diese Mafinahme zielt auf
einen Komfortgewinn des Fahrers ab. Die restlichen Gewichte bleiben gegeniiber unserem
Standard unverédndert.

28Gjehe Abbildung 7.3.
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Wenn man die dazugehorige Abbildung 7.28 betrachtet, so fallen direkt mehrere Phé-
nomene ins Auge. Zum einen ist hier sicherlich die Kurve der Momente zu erwéhnen, die
im Vergleich zu allen vorhergehenden Plots wesentlich mehr Abschnitte enthélt, in de-
nen die Momente unverdndert auf einem konstanten Niveau gehalten werden. Auch das
sonst in vielen Plots zu findende starke Bremsmoment von bis zu 3000 Nm bei Kilome-
ter 50 entfillt in diesem Fall komplett, da die fir diese Gewichtung optimale Steuerung
zwischen den oben bereits erwahnten Stellen mit geringer Maximalgeschwindigkeit bei
Kilometer 48 und Kilometer 51 lediglich auf 12 7 beschleunigt.

Dieses Verhalten der Geschwindigkeitstrajektorie ist iber den gesamten Horizont zu
beobachten. Aufgrund der sehr hohen Gewichtung der Momentédnderungen wird das
Einhalten der Wunschgeschwindigkeit nebenséchlich. Daher ist an sehr vielen Stellen
eine stark schwankende Geschwindigkeit — auch weit unter Wunschgeschwindigkeit —
zu sehen. Gerade an steilen Anstiegen wie etwa bei Kilometer 38 oder 42 wird mit
einem konstanten — wenn auch teilweise hohen — Motormoment gefahren und dadurch
ein Verlust an Geschwindigkeit hingenommen.

Spétestens bei Betrachtung der Gangwahl wird deutlich, dass die Wahl der Gewichte
flir eine reale Fahrt eines LKW wahrscheinlich ungeeignet erscheint. Es existieren sehr
wenige Phasen, in denen die Wahl des Gangs iiber eine Strecke von mehreren Kilometern
beibehalten wird, der Plot ist vielmehr von sehr vielen Gangwechseln geprégt.

Diese beiden Beispiele fiir die Wahl der Gewichte sollen demonstrieren, welche Auswir-
kungen die Verdnderungen der Gewichte haben kénnen. Wihrend das erste Beispiel?”
eine wirkliche Alternative zur in dieser Arbeit als Standard benutzten Wahl darstel-
len kann, ist das zweite Beispiel®® aufgrund der oben genannten Griinde ungeeigneter.
Selbstverstédndlich ist die Anzahl der sinnvollen Kombinationen sehr grof3 und héingt
auch von den jeweils zu fahrenden Strecken ab, so dass die beiden Beispiele lediglich als
Inspiration fiir weitere Untersuchungen dienen kénnen.

29Gjehe Abbildung 7.27.
30Giehe Abbildung 7.28.
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Fazit und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit haben wir einen LKW modelliert und darauf basierend ein
gemischt-ganzzahliges Optimalsteuerungsproblem hergeleitet. Darauthin haben wir ge-
zeigt, dass sich die Methode der Dynamischen Programmierung fiir die Losung dieser
Probleme eignet. Im Vergleich mit der alternativen direkten Mehrzielmethode zeigten
sich leicht bessere Ergebnisse der Dynamische Programmierung bei wesentlich hoherer
Laufzeit. Gerade bei der Wahl der diskreten Génge kann eine Uberlegenheit der Dyna-
mischen Programmierung im Umgang mit nichtkontinuierlichen Steuerungen beobachtet
werden.

Auch haben wir die Dynamische Programmierung um Techniken der Nichtlinearen
Modellpridiktiven Regelung erweitert und konnten so auf einer 40 km langen Teststrecke
Vergleiche zwischen einer global optimalen Steuerung und Steuerungen, die sich bei
verschieden langen Pradiktionshorizonten ergeben, anstellen. Dabei konnten wir zeigen,
dass eine Pradiktionslange von 1000 m — zumindest auf der Vergleichsstrecke — ausreicht,
um einen Zielfunktionswert zu erreichen, der bis auf 0.1 % an das globale Optimum
heranreicht. Fiir kiirzere Pradiktionshorizonte ergaben sich erwartungsgemaf schlechtere
FErgebnisse.

Aufgrund der hohen algorithmischen Komplexitéit scheint es jedoch nicht sinnvoll,
pradiktive Dynamische Programmierung im Online-Kontext einzusetzen, da entweder
das Modell vereinfacht oder die Diskretisierungen stark vergrébert werden miissten, um
Antwortzeiten erzielen zu kénnen, die einem fahrenden LKW gerecht werden.

Des Weiteren haben wir durch die vollzogenen Sensitivitdtsanalysen zeigen kénnen,
welchen Einfluss u.a. die Diskretisierungsfeinheiten der eigentlich reellwertigen Groflen
wie Ort, Momente oder Geschwindigkeit auf das Ergebnis der Dynamischen Program-
mierung haben konnen. Hier stellte sich heraus, dass die von uns héufig verwendete
Diskretisierung 4, = 0.17, ds = 50 m, 6y = 100 Nm als ein sinnvoller Kompromiss
zwischen hoher Laufzeit und geringer Approximationsgiite angesehen werden kann. Ein-
zig die Diskretisierung der Momente sollte in Zukunft eventuell kleiner gewédhlt werden,
da man mit der Bestrafung der Momentédnderungen in Verbindung mit hohen Abstén-
den zwischen zwei Gitterpunkten der Diskretisierung die Freiheit der Steuerung etwas
einschrankt.

Auflerdem wiére es bei einer weitergehenden Analyse mit Sicherheit interessant, die
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Auswirkungen fehlerhafter Messdaten auf die Steuerung des LKW zu untersuchen. Wie
sehr geréit beispielsweise der LKW von der optimalen Geschwindigkeitstrajektorie ab,
wenn das vorausliegende Teilstiick nicht — wie gemessen — 3 % sondern 4 oder gar 5
% Steigung hat? Gelingt es dabei eventuell mit der Nichtlinearen Modellpradiktiven
Regelung bei Eintreffen der korrigierten Informationen schnell genug eine neue Steuerung
zu berechnen, die den LKW wieder an die zuvor berehnete bzw. an eine fiir die gedinderten
Daten optimale Trajektorie heranfiihrt? Und welche Einbuflen in der Zielfunktion haben
diese Storungen zur Folge?

Diese Fragen stellen sich natiirlich nicht nur fiir den Einsatz der Dynamischen Pro-
grammierung, sondern auch fir andere Optimalsteuerungsmethoden wie die in dieser
Arbeit angefiihrten direkten Mehrzielmethode.

Eventuell ist auch von Interesse, ob die fiir die Dynamische Programmierung unter-
suchten Diskretisierungen gréflere Auswirkungen haben, wenn man sie nicht nur fiir die
globale Methode, sondern auch fir Dynamische Programmierung mit Gleitendem Hori-
zont untersucht.

Somit ergeben sich auf diesem speziellen Gebiet weitere Fragen, die die zukiinftige
Forschung aufgreifen konnte.

Auch Erweiterungen auf komplexere Modelle, die beispielsweise andere Fahrzeuge und
Staudaten berticksichtigen, sind denkbar und lassen zusétzliche Erkenntnisse erwarten.
Davon abgesehen konnte die Fahrzeugdynamik beispielsweise auf Hybridfahrzeuge erwei-
tert werden, da gerade die Kopplung des Energieverbrauchs in Verbindung mit optimaler
Steuerung eine Moglichkeit darstellt, den Kraftstoffverbrauch weiter zu minimieren.

Letztendlich bleibt es spannend abzuwarten, ob die Dynamische Programmierung
durch algorithmische Verbesserungen — und nicht etwa durch Vereinfachung der Model-
le — in dem Mafle beschleunigt werden kann, dass fiir die Linge des Pradiktionshorizonts
global optimale Steuerungen online berechnet werden kénnen, oder ob direkte Metho-
den zunehmend besser mit diskreten Steuerungen umgehen kénnen werden und ob diese
Techniken Einzug in die Fahrzeuge des Massenmarkts erhalten werden.
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